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Résumé

Guided by the concrete examples of cyclotomic units and the ideal
class group in cyclotomic Iwasawa theory, we develop a general tool
for studying descent and codescent, with a special interest in relating
the two of them.

Given any “normic system” A = (A,,) (that is a collection of Galois
modules plus additional data), attached to a fixed p-adic Lie exten-
sion with Iwasawa algebra A, we mainly show that there is a natural
morphism

RlimA,, — RHom(RHomgz, (limA,,Z,), A)

which can be given a functorial cone measuring the defect of descent as
well as the defect of codescent (for the A,,’s). Thanks to a sharpening
of the usual Poincaré duality, this results in an enlightening relation
between these two.

We show in great detail how known results in the cyclotomic si-
tuation fit into this setting, and give a generalization to multiple Z,-
extensions.
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1 Introduction

Soit F' un corps de nombres, p un nombre premier, et F,, = UF],, une
extension galoisienne dont le groupe de Galois, noté I', est un groupe de Lie
p-adique de dimension cohomologique finie. Supposons donnée une collec-
tion A = (A,), ou A, est un Z,|Gal(F,/F)]-module (en pratique d’origine



arithmétique, par exemple groupe de classes, unités, groupe de Selmer...), mu-
nie a la fois d’une structure de systeme inductif et de systeme projectif, ces
deux structures vérifiant une condition naturelle de compatibilité normique.
A une telle famille de données (appelée systeme normique dans le texte,
cf 2.1), la théorie d’Iwasawa suggere d’associer deux A = Z,[[I']]-modules :
Ay = 1limA, et X, := limA,. Idéalement, on aimerait pouvoir reconstruire

la collection des A,, au moins asymptotiquement (ie. pour n suffisament
grand) a partir de la seule donnée de X, et/ou A,. Dans cette optique, il
est naturel d’étudier les applications de descente j, : A, — (Ax)'™ et de
codescente k, : (Xoo)r, — An.

Question 1.1 Que peut-on dire des noyauz et conoyaux de j, (resp. k)
pour n suffisamment grand ¢ En reste-t-il une trace sur Xo, (resp. As) ?

Malheureusement, la seule donnée de A, et X, ne suffit pas a caractériser
un systeme normique, méme asymptotiquement. Aussi on peut se demander
de quelles structures supplémentaires sont munis les couples (X, As) pro-
venant d’un systeme normique. Dans cette direction :

Question 1.2 Quel lien existe-t-il entre X, et A (ou plutot son dual) ?

Malgré l'intérét pratique évident d’une réponse précise et générale a ces
deux questions, seuls peu d’efforts semblent leur avoir été consacrés dans cette
généralité. On peut citer [Gre94] pour une étude du noyau et conoyau de k,
(du point de vue des modules de normes universelles) dans le cas I' >~ Z,,
lorsque A vérifie un certain nombre d’hypotheses restrictives, dont celle que
les 7, sont des isomorphismes. Dans le méme ordre d’idées, citons ausi [KY82].
Concernant la seconde question, le cas ou les k,, sont des isomorphismes est
étudié de maniere systématique dans [Jan89).

En revanche, I’étude de ces deux questions pour un systeme normique
donné est une activité fréquente en théorie d’Iwawasa, si bien qu’on dispose
de nombreux exemples qui peuvent servir de guide a une théorie générale.
Inspiré par les méthodes de [Jan89] et [Nek06], on propose dans cet article
un cadre pour une telle théorie, et on établit quelques résultats pratiques qui
permettent I'unification, et la généralisation de nombreux résultats connus.

Pour avoir une premiere idée de ce qu’on peut espérer, on s’inspire essen-
tiellement de deux études paralleles ([LFMNQDO5] pour le groupe de classes
et [NQDLO6] pour les unités cyclotomiques) dans le cas ou F, = UF), est



la Z,-extension cyclotomique d’'un corps de nombres F' (I' ~ Z,). On peut
reformuler quelques résultats de la maniere suivante (cf 6.25 et 6.28 pour des
résultats plus exhaustifs) :

Proposition 1.3 ([lwa73], [LFMNQD05]) Si A, = Cl(Or,[3]) @ Z,, alors
il existe une fleche naturelle

Xoo = Exth (Homg, (As, Qy/Z,), A)

dont le noyau et le conoyau sont pseudo-isomorphes. Si ceuz-ci sont finis,
alors Ker a; >~ limKer j, et Cokero; ~ limCoker j, ~ limKer k,,.

Proposition 1.4 ([NQDL06], [KN95], [Bel02], [BNQDO05]) Supposons F
réel, abélien sur Q et soit A, = C,, le Z,-module des unités cyclotomiques a
la Sinnott de F, (cf. [Sin80]). Alors il existe une fleche naturelle, injective
et pseudo-surjective :

X ht Homy(Homy, (A, Zy), \)

De plus Coker a;; ~ limCoker j, ~ limKer k,,.

Ainsi reformulés, ces résultats suggerent que pour A quelconque, on de-
vrait pouvoir construire une fleche

a;: Xoo = RHomy (X, Z,))

avec X := RHomy, (Ax,Zy), dont “le” cone soit relié a la fois au défaut
de descente et de codescente. La premiere partie de 'article est consacrée a
la construction d’une telle fleche.

Expliquons brievement les idées de la construction. D’abord, il convient
de préciser la notion de défaut de (co)descente : si A = (A,,) est un systeme
normique et A,, = limA,,, il est possible de construire un objet de RI'(A.,) €

D*(1C), qui releve la collection des RT(T,, Ay,) usuels. Celui-ci est naturel-
lement muni d’une fleche “de descente” A — RI'(A), dont on construira
un cone fonctoriel : C(j4) € D*(rC). C'est cet objet qui encode le défaut de
descente. Concretement la cohomologie de C(j4) est nulle en degrés < —1,
puis vaut ensuite (Ker j,), (Coker j,), (H' (T, Ay)), (H*(Tp, As)) ... De
mani¢re “duale”, on définit le défaut de codescente C(k4) € Db(rC) (ici il

4



faut prendre certaines précautions, cf texte). On procede alors approximati-
vement comme suit :

- Si A, est de la forme RI(I',, A) (ie. si C(ja) = 0), on construit un
isomorphisme «; (théoreme 3.2).

- Dans le cas cas général, la définition de C'(j4) permet de se ramener au cas
précédent pour contruire un triangle distingué fonctoriel

a;(A) = (Xoo % RHoma (X%, A) — Ay(A) — Xoo[l])

dans lequel Aj(A) est relié explicitement a C'(ja).
- On procede de maniere analogue pour construire un triangle distingué fonc-

toriel
ar(A) = (X;;O % RHoma(Xoo, A) — Ap(A) — X;‘o[l])

dans lequel Ay (A) est relié explicitement a C'(ka).

- Sous I’hypothese de finitude adéquate, on utilise la condition normique de
compatibilité entre la structure inductive et projective pour construire un
isomorphisme de triangles : a;(A) >~ RHoma(a,(A), A), fonctoriel en A.

En pratique, ces trois dernieres étapes sont menées de front et aboutissent
avec 1’énoncé et la preuve du théoreme principal (4.6). Dans le texte, tout ce
qui précede est énoncé dans le cadre plus général ou I' est profini de dimension
cohomologie finie, tel que A soit noethérien. Lorsque I' est un groupe de Lie p-
adique de dimension cohomologique finie, alors la dualité de Poincaré permet
d’exprimer de maniere plus éclairante le rapport entre descente et codescente
(cf 4.8).

Dans ce qui précede, on a négligé les questions de finitude. On y apporte
une certaine attention dans le texte, notamment pour établir des criteres de
finitude utiles en pratique.

A ce point, s'impose la question du controle de A;(A). Ne sachant com-
ment aborder le cas général, on s’intéresse au cas particulier oun A, = M,
pour M un A-module de type fini et I' o~ Zpd, d > 1. Dans cette situation, on
s’attache notamment a établir un critere maniable pour la pseudo-nullité des
modules de cohomologie de A;(A), ce qui sera utile dans les applications. 11
serait sans doute utile de pousser plus loin I’étude embryonnaire commencée
ici.

Dans le cas particulier ou I' ~ Z,, apparait un phénomene nouveau :
lorsque A est un systéme normique raisonnable, les systemes inductifs (resp.
projectif) sous-jacents a la cohomologie de C'(k4) (resp. C(ja)) ont tendance



a se stabiliser. Lorsque cela se produit (notamment pour les systémes nor-
miques usuels provenant de 'arithmétique) il est intéressant de noter que
I’on peut reconstruire le systéeme normique (A,,) asymptotiquement a partir
de la seule donnée de la fleche o : Xoo — RHomp(RHomy, (A, Zy), A). En
pratique, le phénomene de stabilisation - lorsqu’il se produit - permet surtout
de dresser un tableau général des relations entre descente, codescente et strc-
ture de X, et Ay. A cet égard, la proposition 5.23 devrait étre considérée
comme un formulaire.

Pour illustrer nos méthodes, on donne deux applications :

1. aI’étude du groupe des (p)-classes - noté Cl’ dans une Z,extension. Outre
une preuve unifiée de nombreux résultats connus, on obtient notamment (cf
6.7) :

- l'existence d’un morphisme 1(iinCl4L — Homg, (lii)nCl;,Qp/Zp) dont le

noyau et le conoyau sont pseudo-isomorphes. Ce résultat fait suite aux ten-
tatives précédentes de [McCO01], [LNQDOO], [NQDVO05] (cf. 6.17), et complete
[Nek06] 9.4.1. Sa preuve dépend de I'étude de A;(A) mentionnée plus haut
ainsi que d’un résultat de [Nek06].

- une nouvelle description du sous-module pseudo-nul maximal de 1(1310[;“

sous (Decy) (cf texte). L'intérét de ce résultat tient a sa relation a la conjec-
ture de Greenberg généralisée (cf [Vau05] ou [NQDV05]).

2. a la théorie d’Iwasawa cyclotomique d’un corps de nombres abélien. Dans
ce cadre on retrouve 1.3 et 1.4 comme cas particuliers de la situation générale
5.23. Cette approche permet notamment de répondre a une question de
INQDLO06]. Cette partie est rédigée de maniere a ce que la lecture des énoncés
soit indépendante du reste du texte.

L’un des objectifs recherchés dans ces deux applications est une meilleure
compréhension de la nature (arithmétique ou algébrique) des résultats connus,
ainsi que les hypotheéses minimales nécessaires a leur validité. Pour cette rai-
son, mais aussi pour faire apparaitre plus clairement la ligne conductrice
de notre étude, on s’abstiendra d’invoquer les résultats préexistants dont la
preuve releve des méthodes de ce travail.

En appendice, on donne une construction directe du complexe dualisant,
laquelle permet notamment son utilisation dans le contexte des systemes
normiques.
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2 Préliminaires

La présente étude requiert un cadre dans lequel on puisse a la fois uti-
liser le formalisme des catégories dérivées, et effectuer facilement les pas-
sages a la limite habituels de la théorie d’Iwasawa. A cet effet, on intro-
duit la catégorie des “systemes normiques” le long de la tour d’Iwasawa. On
fixe d’abord quelques notations, puis on explique rapidement comment fonc-
tionnent ’algebre homologique et les passages a la limite dans cette catégorie.

2.1 A-modules, systémes normiques

Fixons un groupe profini I', et indexons la famille des sous-groupes ouverts
distingués de I' par un ensemble N. Pour n € N, on note I';, le sous-groupe
de I correspondant, et G,, :== I'/T,,. L’anti-inclusion des sous-groupes confere
a N une structure d’ensemble ordonné filtrant (n < m < I', D I'),,), suivant
laquelle I' = limG,,.

On fixe une fois pour toutes un nombre premier p, et A = limZ,[G,)]

désigne l'algebre d’Iwasawa de I'. Notons 5C (resp. z,C) la catégorie des
A-modules a gauche (resp. Z,-modules). On considere aussi rC (resp. ¢,C)
la sous-catégorie pleine de ,C, formée par les modules sur lesquels I' agit
discretement (resp. I, agit trivialement), ie. M € C & M = UM"™.
On adopte des notations analogues pour les catégories de modules a droite
correspondantes. Si *; et x5 sont deux listes de symboles choisis parmi A,
Z,, I', G,, on note ,,C,, la catégorie de multi-modules correspondante (les
différentes structures doivent étre compatibles entre elles). Ainsi, rC, désigne
par exemple la catégorie des A-bimodules sur lesquels I'action de I' a gauche
est discrete.



Définition 2.1
Soit ., Cy, une catégorie de multi-modules comme ci-dessus. La catégorie des
“systemes normiques”, notée ., Cs, est définie comme suit :

- un objet A de r,Cs, consiste en la donnée, pour tout couple n < m, de
fleches de r .,Cyy : Jnm @ An — Ay €t by 0 Ay, — Ay, vérifiant :
(Norml) : Ay, € G, .4,Cuy-
(NOTmQ) 2 8iny < np < ng, Inams © Jnimg = Jnimg €t kn2m1 o kn3,n2 = km,m'
(Norm3) : Pourn < m, jpmokmn : Am — Ap, est la multiplication a gauche
par Uélément 3 . 1 g € Lp|Grl.
(Norm4) : Pour n < m, kpyn © jnm : An — An est la multiplication par
(T, : Thn).

- une fleche A — B est la donnée pour chaque n d’une fléche de ,,C., :
A, — B, qui commute avec les j, m et les k.
On définit une catégorie .,C.,r de fagon analogue.

L’exemple fondamental, noté A, est défini comme suit : j, n : Z,[G,] —
Lp|Grl, © = 3 err 9T = T2 ger,rn 9 (Un/T est distingué dans Gy,)
et kmn : Zy|Gm] — Z,|G,] la projection naturelle. A est au choix un objet
de rCx, ACr (ou encore, par oubli de structure, de pC ou Cr).

Lorsque les fleches de transition d'un objet A € pC sont évidentes, on
désignera simplement 'objet A € pC par la collection (A,,) (eg. A = (Z,[Gy))).
On remarque que 4, Cy, est une catégorie abélienne, munie pour chaque n

d’un foncteur de projection exact : m, : 14,Cay =Gy Cony A = Ay

Définition 2.2 (i) Si (A, B) € AxCey X Ax3Ciay 0U «,Ciyp Xy Ciyn, 0N
note Hom(A, B) le systéme normique formé de la collection des G,,-modules
Homgy, r,(A, B) (action par conjugaison), munie des applications de tran-
sition €videntes. C'est un objet de 1 iy x5Cuy vy OU sg55Ch 500, SUIVANE QU ON
considere 'action de G, par conjugaison a gauche ou a droite.

(1) Si (A, B) € ,Ciy A X A 43Csy, on note AQB le systéme normique formé
de la collection des G,,-modules A®z, [, B (action par conjugaison), munie
de ses applications de transition naturelles. C’est un objet de ., «5Ciyey OU
w1,#3Cs050,05 SUIVGNE qu’on considere 'action de Gy, par conjugaison a gauche
ou a droite.

Si A € p,C,,, on note simplement imA € r,,C,, (resp. imA € ,,,C,,)

la limite inductive (resp. projective) prise suivant les jy ., (resp. knm). De
meéme pour les modules a droite.



L’axiome (Norml) donne lieu pour chaque n € N a une fleche de descente
A, — (limA)I | ainsi qu’a une fleche de codescente (limA)r, — A,,. L’axiome
(Norm3) assure que ces deux collections de fleches commutent aux applica-

tions de transition jy, m, et kp, ,. On a donc, dans p 4, C,, une fleche de descente
A — Hom(Z,,limA), ainsi qu'une fleche de codescente Z,®limA — A. Pour

des raisons d’algebre homologique évidentes, on préferera noter ['(limA) au
lieu de Hom(Z,,limA) (voir prochain paragraphe). On notera que le noyau
et le conoyau de I'application de descente A — ['(limA) sont de Z,-torsion

(au sens ou chaque composante est de Z,-torsion), grace a 'axiome (Norm4).
C’est la seule utilité de cette axiome, dont la totalité du présent texte est en
fait indépendante.

D’apres la discussion précédente, le foncteur Z,®— : A .,Ci, — 14,Cs,
(resp. I : 14, Csy = 1.4,Cs,) est adjoint a gauche au foncteur lim : p,,C,, —
r i

A Cay (resp. adjoint a droite au foncteur lim : p,,Cy, — 1.4,Cs,). En parti-
culier, I'(—) conserve les injectifs (car lim est exact a gauche). Pour Z,®—

et les projectifs, voir 2.11.

Un foncteur additif F' : p,,C., — p.Cs, est dit I-linéaire s’il vérifie
F(ym) = ;,m pour tout g € I', ;m désignant la multiplication a gauche
par g. Un tel foncteur possede alors une extension évidente, I : p,,C,, —
+3Cs, définie par F(jn.m) = Jnm €t F(kmn) = km . De méme, un foncteur
additif contravariant I'-linéaire F' : p,,C., — +,Ci, r possede une extension
F :1.,Ci, = «,Ci,r, définie par F(jpm) = kman €t F(kmn) = jnm. 11y a bien
sur une discussion similaire pour les foncteurs covariants .,C.,r — +,Cs, r €t
les foncteurs contravariants ,,Cy, 1 — 1,45Cx, -

De cette maniere, on obtient par exemple un foncteur Homg,(—,Z,) :
rCa — ACr. On releve 'isomorphisme important (cas particulier de 2.3) :

Homg, (A, Zp) ~ A
ol le premier A est un objet de rCx et le second un objet de ACr.

Induction normaique.

On définit quatre foncteurs (induction et co-induction) :
Ind,Coind : \C — ACp Ind, Coind : Cy — pCx

de la maniere suivante (cf def. 2.2)



- IndA := A®A (resp. A®A), muni de la conjugaison a droite (resp. gauche)
si A € AC (resp. A € Cy). C’est un A-module a gauche (resp. a droite) via le
facteur A.
- CoindA := Hom(A, A), muni de la conjugaison a droite (resp. gauche) si
A € AC (resp. A € Cy). C’est un A-module & gauche (resp. droite) via la
structure a droite (resp. gauche) de A.

Ont alors lieu les isomorphismes bifonctoriels suivants :

- Si (A, B) € AC x AC, dans pC (resp. Cr) :

Hom(A, B) ~ Homy(IndA, B) (resp. Hom(A, B) ~ Homy (A, CoindB))

- Si (A, B) € Cp x Cy, le méme isomorphisme a lieu, mais cette fois dans Cp
(resp. rC).
- Si (A, B) € Cp x AC, on a dans pC (resp. Cr) :

Ind(A) @y B ~ A®B (resp. A ®) IndB ~ ARQDB)

Regarder Z, comme un A-module a gauche provoque dans ACr les iso-
morphismes suivants

Ind(Zy,) ~ A ~ Homg, (A, Z,) ~ Coind(Z,)
Plus généralement :

Proposition 2.3 Les foncteurs Ind, Coind : \C — ACr sont naturellement
isomorphes. De méme pour les foncteurs Cn — pCh.

Preuve : On laisse au lecteur le soin de vérifier que la collection d’applications

naturelles ¢, : Homz,r, (A, A) — A @z, B, [ = X jperr g ® flg)
respecte la structure de systéeme normique a droite, ainsi que la structure de
A-module a gauche, et que c¢’est un isomorphisme.

O

Induction discreéte. (inutile, sauf pour 7.3)

On voit facilement que Ind : \C — ACr transforme objets de rC en objets
de rCr. De méme pour les trois variantes. A partir de la, on peut définir des
foncteurs d’induction discrete a partir des précédents, par limite inductive :

Indr, C’oindr . FC — FCF ]ndr, Coindr . CF — FCF
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Indr(A) :=limInd(A) et Coindr(A) := limCoind(A).
Un processus de double limite permet d’écrire des isomorphismes bifonc-

toriels a partir des précédents (se ramener au cas ot A est finiment engendré).

Par exemple :
- Si (A, B) € rC x 1C, on a dans 5C (resp. Cy) :

Homgz, (A, B) ~ Homa(Indr(A), B) (resp. Homgz, (A, B) ~ Homp (A, Coindr(A)))

La structure de A-module de Homg, (A, B) étant ici induite par 'action de
I' par conjugaison. On prendra garde au fait que celle-ci n’est pas discrete en
général. Cette structure de A-module peu naturelle (et contraire aux conven-
tions générales de cet article, expliquées plus haut), ne sera utilisée en pra-

tique que dans la situation ou 'action de I" sur B est triviale (voir notamment
7.2).

2.2 (Bi-)foncteurs dérivés

Soit ' un bifoncteur additif exact a gauche. Si 'une des deux catégories de
départ possede suffisamment d’objets F-acycliques (ou déployants), on peut
définir le foncteur dérivé droit RF'. Nous appliquons ce principe pour dériver
certains des foncteurs définis au paragraphe précédent. On indique ensuite
comment s’écrivent quelques unes des compatibilités habituelles entre Hom
et ® dans ce cadre. Pour une catégorie abélienne C, Kom*(C), a > 1 (resp.
Komg,;;,(C), Kom*(C), K*(C), D*(C), * = +, —,b) désigne la catégorie des
complexes a-uples (resp. celle des complexes a-uples naifs, celle des complexes
simples, des complexes simples & homotopie pres, la catégorie dérivée). Un
objet de Kom(C) = Kom!'(C) sera le plus souvent symbolisé par A, et par
A® seulement lorsque la clarté 'exige.

Comme notre étude est restreinte au cas ou I' est de dimension cohomo-
logique finie et qu’en pratique ou travaillera toujours dans D°, on ne cherche
pas a étendre au maximum le domaine de définition des foncteurs dérivés.

Proposition 2.4 1. Soient *q, *q, *3, *4 quatre listes de symboles choisis parmi
Zy et N. Sixy =%y =0 ou 3 =%, =10, alors :

(i) Le bifoncteur Hom : g4 Cey X AssCiy — ToagusCiyns €5t dérivable a
droite, ainsi que ses trois variantes obtenues en changeant A et/ou I de
coté. On note RHom : D~ x DT — D™ le foncteur ainsi obtenu.

(i7) Le bifoncteur @ : «,Ciyn X AxsCoy = Doty 00Coging (0U sy 5,Cog 1) €St

L
dérivable a gauche. On note ® : D™ x D™ — D~.
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2. Soit x = N ou Z,, et x1,%y, %3, x4 quatre listes de symboles choisis parmi
Zy, N, T de fagon a ce que I' apparaisse au plus dans une seule liste. Si x; =
x9 = () ou x5 = x4 = 0, alors :
(i) Le bifoncteur Hom, : . Cuy X su5Ciy = sp5Ciy s €5t dérivable a
droite. On note RHom, : D~ x DT — D%. Idem si l’on change * de coté.
(i7) Le bifoncteur @y : 4Cuy s X s 45Cas — sy 45Cog iy €5t dérivable a gauche.

L
On note @, : D™ x D™ — D™

Preuve : 1. (i) Supposons *3 = %4 = (). La catégorie 4 .,C., = oC posséde
alors suffisamment d’injectifs. Comme la catégorie des injectifs de ,C vérifie
les deux conditions de [KS05] 13.4.5, cela permet de conclure. Bien sur, la
fleche naturelle de D (r.,C.,) : Hom(A,I) — RHom(A,I) est un isomor-
phisme deés que [ est injectif. Un objet I € Kom(,C) possédant cette pro-
priété pour tout A € Kom(s.,Cs,) sera dit déployant (et les couples (A, )
déployés) pour le foncteur RHom. On emploie une terminologie analogue
pour tous les bifoncteurs dérivés.

Les autres points se traitent de fagon analogue.

O

Remarque 2.5 Les foncteurs de projection Ty, : 1y 5Cuieg —>Gniors Cor s
étant exacts, ils passent aux catégories dérivées. En composant m, avec RHom

defini ci-dessus, on retrouve les bifoncteurs usuels RHomgz,r,). De méme

L L
Tp 0 ® = ®z,[r,- Il est utile de noter que la famille (7,) est conservative.

Les compatibilités habituelles entre Hom et ® s’étendent naturellement
a ce cadre (adjonction, évaluation). Détaillons quelques cas utiles.

Proposition 2.6 Soit x = A ou Z,.
1. Pour (A,B,C) € D~ (Cp) x D™(AC.) x D*(C,), il y a dans DT (rC) et

D" (Cr) un isomorphisme d’adjonction tri-fonctoriel :

adj : RHom*(AéB, C) ~ RHom(A, RHom,(B,())

2. (i) Pour (A, B,C) € D*(Cy) x D°(,Cp) x D°(,C), il y a dans D*(rC) et

D*(Cr) un morphisme d’évaluation trifonctoriel :
L
ev: AQRHom,(B,C) — RHom,(RHom(A, B),C)
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(ii) Pour (A, B,C) € Db(,C) x D*(,C,) x D*(C,), il y a dans D°(rC) et

D*(Cr) un morphisme d’évaluation trifonctoriel :

L
ev: RHom.(B,C)®A — RHom,(RHom(A, B),C)

(1ii) Les morphismes (i) et (ii) ci-dessus sont des isomorphismes lorsque
A est isomorphe (dans D°) a un complexe parfait.

Preuve : 1. (i) Pour chaque n € N, il y a un isomorphisme naturel entre
les trifoncteurs Cy x AC, X Cy —¢, C (A, B,C) — Hom,(A ®z,r,; B,C)
et (A,B,C) — Homg,r,) (A, Hom.(B,C)). Il est facile de voir que cet iso-
morphisme est compatible a la structure de systéme normique, au sens ou
il identifie Hom,(ky, n, C) avec jum et Hom.(jpm,C) avec k. On obtient
ainsi un isomorphisme entre les trifoncteurs Cy x »C, xC, — rC, (A, B,C)
Hom,(A®B,C) et (A, B,C) — Hom(A, Hom.(B,(C)), d’'ou immédiatement
un isomorphisme de trifoncteurs K~ (Ca) x K~ (ACs) x K*(C) — K1 (rC)
par extension des trifoncteurs aux complexes. Mais alors, ’extension au com-
plexes du trifoncteur (A, B,C) — Hom.(A®B, C) est isomorphe (avec les
conventions de signes adéquates, cf [Del], 1.1.8) :

- d’une part au trifoncteur obtenu en composant ’extension aux com-
plexes du bifoncteur (D, C) — Hom,(D,C) avec I'extension aux complexes
du bifoncteur (A, B) — ARB,

- d’autre part au trifoncteur obtenu en composant ’extension aux com-
plexes du bifoncteur (A, D) — Hom(A, D) avec I'extension aux complexes
du bifoncteur (B, C) — Hom.(B,C).

Aussi les deux derniers trifoncteurs sont-ils isomorphes. Il suffit de choisir
A a objets projectifs et C' a objets injectifs pour obtenir I'isomorphisme de
I’énoncé.

2. (1) Se traite de fagon analogue, a partir du morphisme fonctoriel d’évalu-
ation entre les trifoncteurs A\C x AC, x C. — pC. Idem pour (ii).

(i) est une conséquence directe du fait suivant : si A € Cy (resp. AC) est
projectif de type fini, alors la fleche d’évaluation

A ®Zp[[1"n]] Hom*(B, C) — Hom*(HomZp[[pn]] (A, B), C)

(resp. Hom,(B,C) ®z,r,)) A — Hom,(Homg,r,)(A, B),C) )
est un isomorphisme pour tout (B, C) € .Cy x .C (resp. AC, X C,).

13



Soit C’ une sous-catégorie d'une catégorie C. Si F': D*(C) — D*(C") est
un foncteur, on notera encore F' : DT(C") — D*(C") le foncteur obtenu en
composant F avec le foncteur évident D*(C’) — D*(C), et on parlera de la
“restriction de F' a DT (C’)”. 1l s’agit d’un abus de langage puisqu’en général
le foncteur évident n’est pas fidele.

Proposition 2.7 Notons I' : 1C — C (resp. Cr — Cr) la restriction a
rC C AC (resp. Cr C Ca) du foncteur Hom(Z,,—). Alors :

(1) Le foncteur T est dérivable a droite, et donne donc RL : D (rC) —
D*(rC). On a de méme RL : D" (Cr) — D*(Cr).

(it) Il y a une fléche naturelle de RL wers la restriction ¢ D (rC) du
foncteur RHom(Z,,—) : DT (AC) — D*(rC). Idem en remplagant rC par Cr.

(1ii) Si A est noethérien et si les objets de cohomologie de A € D*(rC)
(resp. D*(Cr)) sont tous des Z,-modules de torsion, alors la fleche précédente
induit un isomorphisme RI'(A) = RHom(Z,, A).

Preuve : (i) rC et Cr possedent suffisamment d’injectifs.

(i7) résulte de la propriété universelle du foncteur dérivé droit RL.

(77i) Par troncature, on se ramene tout de suite au cas ou A est concentré
en degré 0. Dans ce cas, A possede une résolution A — I dans laquelle les
objets de I sont de Z,-torsion, injectifs dans rC. Le résultat suit, d’apres le
lemme 7.1 (appendice).

O

Définition 2.8 Soit x = A ou Z,, et *1,*y deux listes de symboles choisis

parmi Zy, A, L', dont l'une au moins contient *.
On définit Bid, : D°(,,C.,) — D(.,C.,) par

Bid.(A) := RHom,(RHom, (A, x),*)
et l'on note bid, : A — Bid,(A) le morphisme naturel de bidualité.

Si * est noethérien de dimension homologique finie, bid, est un isomor-
phisme des A est d’amplitude bornée, a objets de cohomologie de type fini
sur * (dualité de Grothendieck). Pour * = Z,, on décrira un peu plus loin
I'effet de Bidyz, sur une classe plus large d’objets; le cas significatif est celui
ot A un module divisible de cotype fini : Bidy, (A) est alors le module de
Tate de A placé en degré —1 (cf 2.12).

14



2.3 Limites

Soient Cy,Cy (resp. C') deux catégories abéliennes dans lesquelles les pro-
duits infinis existent et sont exacts (resp. une cat. ab. avec sommes infinies
exactes). On pourra par exemple prendre C; = ,C avec * = Z,, A ou I (resp.
C' = .C avec x = Z,, A,T" ou I'). Soit I un ensemble ordonné filtrant et
considérons CI° la catégorie des systemes projectifs de C; indexés sur I, et
¢ celle des systemes inductifs de €’ indexés sur I. On dispose alors de fonc-
teurs lim : C'" — C" et lim : CI° — C;. Le premier est exact et passe donc

—

P
aux catégories dérivées ; le second est seulement exact a gauche, et son usage
nécessite les résultats suivants :

Proposition 2.9 Soient I, C1,Cy,C" comme ci-dessus. Alors :
1. lim posséde un dérivé droit Rlim : DY (CI") — DT(Cy).

—1 —1
2. Supposons C; munie d’un foncteur ® wvers la catégorie Ab des groupes
abéliens. Si ® est exact et commute aux limites projectives filtrantes, alors
Rlim  commute aussi a ®. Si de plus ® est fidéle, alors

—

I
(1) Rlim est de dimension cohomologique < 1 dés que I posséde un en-

semble cofinal dénombrable.
(ii) Rlim A s’annule pour ¢ > 1, dés que ®(A) € AbT" est dans l'image

—T

essentielle du foncteur d’oubli Comp!” — Ab'", Comp désignant la catégorie
des groupes topologiques compacts.
3. Soit F : C; x C' — Cy un bifoncteur covariant exact a gauche dérivable
a droite (resp. covariant exact a droite et dérivable a gauche de dimension
homologique finie) et notons x = + (resp. * = b). On suppose que :

- C' posséde suffisamment d’objets déployants (cf preuve de 2.4) pour RF
(resp. LF).

- via la premiére variable, ' commute aux produits infinis.
Alors RF s’étend naturellement en un bifoncteur D*(CF)x D*(C') — D*(CL")
et l'on a pour (A, B) € D*(CF") x D*(C) un isomorphisme bifonctoriel

RF(Rlim A, B) ~ Rlim RF (A, B) (resp. LF(Rlim A, B) ~ Rlim LF(A,B))
—7 —7 —7 —

1

4. Soit G : C' — Ci un foncteur contravariant exact. On suppose que G
transforme sommes infinies en produits infinis. Il y a alors un isomorphisme

G(lim A) ~ Rlim G(A), fonctoriel en A € D=(C'").
—1 —1
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Preuve : 1. résulte de lexistence dans CI* de suffisamment de systémes pro-
jectifs flasques au sens de [Roo61]. Comme nous en aurons 'utilité, indiquons
brievement de quoi il s’agit. On dit qu'un systéme projectif A = (4;) € CI°
est flasque si pour pour tout I” C I' C I, lgn ,A — lim A. Pour A € CF,

on définit un “effacement flasque” A — Fl(Af, ol FZ(AI)Z = [[;<; Ai est le
systeme projectif évident et ou les fleches A; — FI(A); sont induites par
celles de A. Il est utile de noter que 1'on dispose ici d'un foncteur résolvant
“4 la Godement” : si FI* : Komg, (C{") — Komptl (Cl") est induit par
Fl, on note FI* : Kom(CI") — Kom(CI"), A* +— TotyFI*(A®), ot Toty est
le foncteur “complexe total” avec des produits (et non des sommes). On a
donc RlimA® = limF[*(A®).
2. La construction ci-dessus montre que Rl(igl commute bien a ®.

(7) On peut toujours supposer C; = Ab, et irllvoquer [Roo61], corollaire
a la proposition 5. D’apres [Mil04], il faut prendre garde a la proposition 5
elle-méme (reportée aussi dans [Jan88]), qui est fausse en toute généralité.
Lorsque C; = Ab, la version usuelle du critere de Mittag-Leffler remplace
[Roo61] prop. 5 et permet cependant de conclure.

(73) 11 est bien connu que limI : Comp"™ — Comp est exact. Le résultat

s’en déduit aisément. On renvoie a [Jen72| pour une étude plus complete des
foncteurs Rlim .

—

3. Traitons le cas ou F' est exact a gauche dérivable a droite. Si B® €
Kom*(C) est un complexe a objets déployants pour RF et A* € Kom*(CI"),
RF(A®,B*) := F(A®,B*) € DT(C}") définit I'extension de RF (resp. LF)
souhaitée. Les foncteurs F'(—, B?) (¢ > 0) sont exacts, et commutent aux
produits infinis. Il y a donc un isomorphisme naturel de complexes triples
naifs

F(UmFi*(A%), B®) > imFI*(F(A*, B%))

fonctoriel en (A®, B®). En groupant de deux manieres différentes, on obtient
un isomorphisme de complexes simples, duquel se déduit celui de I’énoncé.
Le cas F exact a droite dérivable a gauche se traite de fagon analogue.
Expliquons la condition de dimension homologique finie : 'extension de F' au
complexes fait intervenir des sommes directes, alors que ci-dessus, le passage
aux complexes simples fait intervenir des produits. La condition de dimension
homologique finie permet de faire uniquement des produits finis.
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4. Dualisons la contruction du 1. (i) : pour A € C!, posons Cofl(A) — A,
ou Cofl(A); = @j<;A; avec les fleches naturelles. De méme, on définit CofI® :
Komf,(C") — Komitl (C') et Cofl*(A®) := TotgyCofI*(A*). Comme G
est exact et transforme sommes en produits, on a pour A* € Kom™ (C') un

isomorphisme de doubles complexes naifs
G(limCofl*(A®)) ~ imFI*(G(A*®))

dont se déduit celui de ’énoncé en prenant les complexes totaux (noter que
Totr o G ~ G o Totg).

0

Remarque 2.10 Dans le point 3., on peut jouer sur la variance en les deuz
variables : soit en remplacant C' par sa catégorie opposée, soit en remplacant
C1 par sa catégorie opposée (dans ce cas, on utilise le point 4.). Ainsi, soit par
exemple F : C] x C' — Cy contravariant en la premiére variable et covariant
en la seconde. On suppose que F est dérivable a droite, transforme sommes
infinies en la premiére variable en produits infinis et que C' posséde suffisam-
ment d’objets déployants. Soit Cy la catégorie opposée a C;, F' : Cy x C' — Cy
le bifoncteur covariant déduit de F et G : C; — C} le foncteur contravariant
exact induit par ['identité. Combinant 2. et 3. on obtient :

RF(lim A, B) = RF'(G(lim A), B) ~ RF'(Rlim G(A), B)
— T — 1 —1

~ Rlim RF'(G(A),B) = Rlim RF (A, B)
—1 —

Dans ce travail, les passages a la limites apparaissent dans deux contextes
différents :

- Le plus souvent, pour former les modules d'Iwasawa : I = N, la catégorie
des sous-groupes ouverts de I' et C; = 5C. Par abus de langage, on parlera de
la limite d’'un systeme normique ; aussi R@ désignera-t-il souvent le foncteur

Rlim
composé DT (pC) — DT(,C1) = D*(,0).

On dit d'un systeme normique A € pC qu’il est de type fini sur Z, si
chaque m,(A) = A, T'est. On note rC,; C rC la sous-catégorie des systemes
normiques de type fini, et Kom*(rC);s, (resp. D*(rC);s) la sous-catégorie
pleine de Kom*(rC) (resp. D*(rC)) des complexes dont les objets de coho-
mologie sont dans dans rC, It Pour les catégories de modules l'indice ¢ f prend
sa signification habituelle. Le fait suivant se déduit de 2.9 2. (i7) :
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Proposition 2.11 Si A € Kom™(pC)if, alors imA — RUmA est un iso-
morphisme (dans DT (,C)).

O

Comme la restriction de lim : 1C — AC & pC,, est exacte, on voit que
Z,@— : AC — pC (qui est l'adjoint a gauche de lim) vérifie la propriété
suivante : Soit P un objet projectif de AC, si Z,QP est de type fini alors c’est
un objet projectif dans Eth.

- Occasionnellement, pour former les modules de Tate, ou la cohomologie
continue : I = N, la catégorie des entiers naturels ordonnés, et C; = pC. On
conviendra alors d’indexer les systemes projectifs par la lettre k, et on notera
Rlim au lieu de Rlim . Dans ce cadre, indiquons le rapport entre module de

Tate et bidualité :
Lemme 2.12 Soit A € D°(rC), A, = m,A. Alors :
L
(i) A®z,Z/p* € D*(rC)iyy < Bidy,(A) € D°(1C)sy. Cela se produit si

et seulement si chaque Z,-module H1(A,) posséde une suite de composition
dont chaque quotient est : soit de torsion et de Z,-cotype fini, soit uniquement
p-divisible, soit de Z,-type fini.

(17) Il y a un isomorphisme et une fleche naturelle

L
RHomZp (Qp/Zp, A)[l] ~ Rlim A®ZPZ/pk — Bidzp (A)
—k

c’est isomorphisme si la condition (i) est satisfaite.
(13) Supposons (i) satisfaite. Si de plus chaque Z,-module H1(A,) est de

L
torsion, alors il y a un isomorphisme naturel A ~ Bidy, (A)®z,Qp/Zy,|—1]

Preuve : (i) Commencons par montrer trois faits :

L L
(a) Bidzp (A®sz/p) ~ BZde(A)®sz/p
En effet, si I (resp. P) désigne le complexe de Z,-modules [Q, — Q,/Z,)
(resp. [ZPAZP]) placé en degrés [0, 1] (resp. [—1,0]), alors

Homzp(HomZp(A ®z, P, I),1I)~ HomZP(HomZP(A, I),1) ®z, P

d’ou le résultat annoncé.
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L L
(b) A@ZPZ/]? c Db(EC)tf = BdeP(A(X)ZpZ/p) S Db(EC)tf.

En effet, si M est un Z,-module tué par p, alors on a simplement

Homgz, (Homgz, (M, Q,/Z,)[—1], Qp/Zp)[—1]
Homg,(Homz,(M,Q,/Z,),Q,/Z,)
Homg,(Homg, (M, Z/p),Z/p)

Bidy, (M)

1 R

et I'on voit que M est de type fini si et seulement si Bidz, (M) I'est ; 'assertion
L
annoncée s’en déduit par troncature de A®z, Z/p.

L

(¢) Si M € 2,C, alors M®z,Z/p € D"(z,C)iy < M possede une suite de
composition comme dans I'énoncé.
L’implication < est évidente. Montrons =-. Soient M; C My C M définis
de la maniere suivante : M; est le sous-module de torsion de M, et I'image
de My dans M /M est le sous-groupe constitué des éléments infiniment p-
divisibles (noter que Msy/M; est p-divisible, car M /M; est sans torsion).
Alors My, My/My, M /M; est la suite de composition annoncée. En effet :
Tori»(My,Z/p) = Tori? (M, Z/p) est fini, donc M est de cotype fini ; My /M,
est uniquement p-divisible; My/M; = Npp*(M /M), si bien que M /M, est
p-adiquement séparé ; comme de plus Tor? "(M/Ms,7/p) est fini, on voit tout
de suite que im(M /M) /p* est de type fini, donc M /M, aussi.

Pour montrer (i), on fait un raisonnement en cercle :

L
- Si Bidg, (A) € DP(rC)iy, alors il en est de méme de Bidy, (A)®z,Z/p,
L

puis de A®z, Z/p, par (a) et (b).

- Si Aész/p € Db(EC)t'f, al(?rs pour tout a0 on a H‘?(An)éZpZ/p €
D%(,C)s (observer que la suite suite spectrale d’hypercohomologie du fonc-
teur (—)Q%sz/p dégénere en suites exactes courtes). D’apres (c), HI(A,)
possede donc une suite de composition comme dans 1’énoncé.

- Siles H?(A,,) possedent une suite de composition comme dans 1’énoncé,
alors Bidy, (H(A,)) € D*(z,C).s (se ramener par dévissage aux trois cas sui-
vants : 1) si M € 2,C, ; est de torsion de cotype fini, alors RHomg, (M,Z,) =

Homg,(M,Q,/Z,)[—1] est de type fini, donc Bidz, (M) aussi; 2) si M €
L
z,C est uniquement p-divisible, M®z,Q,/Z, = 0, puis RHomz, (M, Z,) =
L
RHomyz,(M®z,Q,/Zy, Q,/Z,) = 0 et Bidy,(A) = 0; 3) si M est de type

fini, alors M possede un résolution parfaite, et M ~ Bidy, (M) est aussi de
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type fini), et donc Bidz, (A) € D°(rC)yy.

(77) Expliquons d’abord l'isomorphisme. Malheureusement, 2.9 3. ne suf-
fit pas, et nous procéderons donc a la main. Soit (FPy) € K omb(ZPCNO) (resp.
(Qr) € Komb(7,C")) le systéme projectif (resp inductif) évident des com-

k
plexes [pr—>Zp] placés en degrés [—1,0] (resp. [0,1]), de sorte que (Py) =
Homg, ((Qk),Zy). Pour A € Kom®(rC), on a dans Kom®(rC"") des isomor-
phismes naturels

dont celui de I’énoncé se déduit en appliquant lim (noter le quasi-isomorphis-
—k
me lEle ~ Q,/Z,[—1)).

Passons & 1’étude de la seconde fleche de 1'énoncé. Dans DP(rC) (resp.
D*(7,CY°)) on a A — Bidy, (A) (vesp. (Z/p*) «— Z,); d’ott, dans D*(rC"") :

L k 1 . L k 2 .
A®Zp (Z/p ) - Bldzp (A)®sz/p — B’Ldzp (A)

(le systeme projectif de droite est constant). On laisse au lecteur le soin
de montrer que la fleche “2” donne un isomorphisme lorsqu’on lui applique
Rlim (les foncteurs 7, et d’oubli permettent de travailler dans z,C et ZPCNO

—k
au lieu de pC et ECNO; on peut alors invoquer un argument de compacité,
en mimant le raisonnement de 3.4 (¢i7)). La fleche de 'énoncé est donc
construite.

Pour mémoire, notons que la fleche ainsi obtenue RHomg,, (Q,/Z,, A)[1] —
Bidy,(A) redonne la fleche de bidualité, lorsqu’on la compose avec la fleche
évidente A = RHomg, (Z,, A) — RHomgz, (Q,/Z,, A)[1].

Reste a vérifier que la fleche “1” est un isomorphisme lorsque la condition
(1) est vérifiée. Mais dans ce cas, I'analogue modulo p* de () (a) permet d’in-

L L
terpréter celle-ci comme la fleche de bidualité A®z, Z/p* — Bidy, (ARz,Z/p"),

L
laquelle est un isomorphisme, puisque A®z Z/p* € DP(rC)yy.
(éi7) D’apres (ii), la fleche de bidualité A — Bidy, (A) s’identifie a A —
RHomgz,(Q,/Z,, A)[1]. De la un triangle distingué

A — Bidg, (A) — RHomg, (Q,, A)[1] — A[1]

L L

duquel on tire A®z,Q,/Z, ~ Bidy,(A)®z,Qp/Z,. Sous nos hypotheses on
L L

a de plus A®z,Q, = 0, si bien que la fleche naturelle A®z Q,/Z,[—1] —
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L
A®z,Z, = A est un isomorphisme. Le résultat suit.

3 Adjonction et dualité

On présente une étude de la dualité A-linéaire, selon une approche inspirée
de [Jan89]. L’utilisation des catégories dérivées, largement influencée par
[Nek06], montre ici toute son efficacité; elle permet notamment la synthese
et la généralisation des résultats de [Vau06).

Comme on a choisi de travailler avec des A-modules non topologisés, il
convient de faire une hypothese de noethérianité : dans cette section et dans
tout le reste de D’article, on fait sur I' les hypotheses suivantes :

- A = Z,[[T']] est noethérien.
- La dimension homologique globale de A est finie (ie. la p-dimension coho-
mologique de I est finie, cf [Bru66]).

La seconde hypothese nous est imposée par le domaine de définition des divers
foncteurs dérivés qu’on utilise. Elle est superflue en de nombreux endroits, si
I'on agrandit précautionneusement les domaines de définition en question. Il
est bien connu que la premiere condition est vérifiée notamment si I' est un
pro-p-groupe analytique (cf [Laz65] V.2.2.4). Lorsque de plus la seconde est
vérifiée, alors I' est automatiquement un groupe de Poincaré (loc. cit V.2.5.8
et ref.).

3.1 Un résultat général

Dans notre contexte, la dualité homologie/cohomologie prend la forme du
lemme suivant :

Lemme 3.1 [y a dans D*(Cr) un isomorphisme fonctoriel en A € D°(rC) :
L
RHomg, (RL(A),Z,) ~ RHomg, (A, Z,)Q7Z,

Preuve : D’apres 2.7 (i4), il y a D*(rC) une fleche fonctorielle en A :

RI'(A) — RHom(Z,, A)
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L L
Le triangle distingué tautologique A — A®z Q, — A®z Q,/Z, — A[l]
donne donc lieu donne lieu & un carré commutatif

RHomy (RD(A),Z,)  ——  RHomg, (RL(As Q,/Z,), Z,)[1]
7 7

L
RHomg,(RHom(Z,, A),Z,) —— RHomg,(RHom(Z,, A®z,Q,/Z,), Z,)[1]

Les deux fleches horizontales sont des isomorphismes, car RHomg,(—,Z,)
s’annule sur tous les complexes dont la cohomologie est uniquement divisible.
La seconde fleche verticale est un isomorphisme par 2.7 (7i7). La premiere
fleche verticale est donc elle aussi un isomorphisme, et ’on conclut en invo-
quant l'isomorphisme d’évaluation 2.6 2. (4i)-(4i7) :

L
RHomg, (A, Z,)®Z, ~ RHomg,(RHom(Z,, A), Z,)

Théoreme 3.2
On rappelle que A € pCy désigne le systéme normique canonique (Z,[Gy)).

(i) Pour M € D(Cy), il y a dans vC un isomorphisme fonctoriel :

L
RHomg,(M®Zy,, Z,) ~ RHomx (M, A)

(ii) Pour A € D*(1C), il y a dans rC un isomorphisme fonctoriel :

Bidy,(RL(A)) ~ RHoma(RHomg, (A, Zy), A)

)=

Preuve : (i) Par adjonction, puis induction, on a :

L
RHomg,(M®Zy,, Z,) ~ RHom(M, RHomgz, (Z,, Zy,))
~ RHom(M,Z,)
~ RHomy (M, CoindZ,)

d’ott le résultat, puisque dans pCy : A ~ CoindZ,.
(¢4) Appliquant RHomgz, (—,Z,) au lemme 3.1, on obtient dans D(rC) :

L
Bidy, (RL(A)) ~ RHomg,(RHomg, (A, Zy)RZy, L)
On conclut par (i), appliqué & M = RHomg, (A, Z,) € D*(Cy).

22



Corollaire 3.3 Il y a dans D°(\C) des isomorphismes fonctoriels :
L
(i) Pour M € D*(Cy), RHomz,(imM ®Z,, Z,) ~ RHomx (M, \).
(i4) Pour A € D*(rC), RlimBidg,(RT(A)) ~ RHomy(RHomg, (A, Z,), \).

Preuve : (i) Les compatibilités entre homomorphismes et limites donnent ici
(2.9 3. et remarque) :

RHomg, (imM&1Z,,Z,) = RlimRHomg, (M&Z,, Z,)
r~ ngnRHomA(M, A)
~ RHomy (M, ngnA)
~ RHomy (M, A)

De méme, (ii) découle de 3.2 en appliquant Rlim.

3.2 Le cas des groupes de Poincaré

Proposition 3.4 On suppose que I' est un groupe de Poincaré de dimension
d, ie. D(I') ~ Q,/Z,[d] (cf. 7.3); alors :
(1) Dans D*(Cr), fonctoriellement en A € D°(rC) :

L L
RHomg, (A, Z,)®Z, ~ RHomg, (Z,RA, Z,)|d]
(i) Si A € D*(vC)yss, alors dans D°(Cr) :
RHomg,(RI'(A), Z,) ~ Bidg,(RL(RHomgz, (A, Zy,)))|d]

Aussi, si A € pC est fini : Homg,(RI'(A),Q,/Zy) ~ RI'(Homgz, (A, Q,/Zy))[d].
(ii) Si A € D*(rC), alors dans D*(Cy) : RHomg, (A, Z,) ~ RHom (A, A)[d).
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Preuve : (i) Le théoréme 7.3, ou plutot 7.4 (iii), donne ici

L
RHomg, (A, Z,)®Z, ~ RHom(A, Z,[d])

Le résultat s’en déduit via 'isomorphisme de 3.2 (i) :

L
RHom(A,Zy,) ~ RHomg,(Z,RA, Z,)

(it) Comme A = Bidy,(A), le lemme 3.1 et sa version a droite donnent :

L
RHomg, (A, Z,)®Z, ~ RHomg, (R (A), Zy)

L
ZpRA ~ RHomyg, (RL(RHomg, (A, Zy)), Zy)

d’ou le résultat de 'énoncé, en remplagant dans ().

Si A € pC est fini, alors les groupes de cohomologie de RI'(RHomz, (A, Zy,))
le sont aussi (car A est noethérien; utiliser par exemple 2.7), et l'isomor-
phisme de I’énoncé suit.

(i) Par 7.4 (iii) et induction, on a dans D°(Cr) :

L L
RHomg, (A, Z,)@0sA ~ RHom(A, Z,)®Z, ~ RHom(A, Zy|d]) ~ RHoma (A, A)[d]
D’apres 2.9 3., RHomy (A, A) ~ RimRHoma(A,A). Reste a montrer que la
fleche naturelle de D°(Cy)

L
(%) RHomg, (A, Z,) — R@(RHomZp (A, Z,)@rA)

est un isomorphisme (ce quil suffit de vérifier dans D’(z,C), par oubli).
Maintenant les objets de cohomologie de RHomy, (A, Z,) sont des A-modules
topologiques compacts, puisque d’apres 2.10 et 2.9 2. (i) :

Ext!(A, Zy) ~ RINmRHomg, (A, Z,) ~limExt; (A;,Z,)

si A =limA; avec A; des complexes a objets de Z,-type fini. Par troncature
du complexe RHomg, (A, Z,), il suffit donc de montrer que la fleche naturelle
de Db(CZp)
L
() M — RUm(M®\Z,|G,])
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est un isomorphisme pour tout M € C, provenant par oubli de la catégorie
Ca—comp des A-modules (& droite) topologiques compacts.

D’apres [Bru66], M possede une résolution P — M, ot P € Kom®(Ca—_comp)
est a objets projectifs (dans Cp—comp). Fixons encore L,, — Z,[G,,] un systeéme
projectif de résolutions parfaites dans AC. Ont alors lieu dans Kom®(z,C" %)
des quasi-isomorphismes (pour le premier, cf [Bru66] 2.1) :

P&Z,|G,) « P&pL, = P @&\ L, — M ®y L,

Ici ®p - Ca—comp X A—compC — 7z,C désigne le produit tensoriel complété
(il coincide avec ®x lorsque le second argument est dans ,C,r, vue comme

. L
sous-catégorie pleine de p_compC). Aussi PQNZ,[Gy| ~ M®aZy|G,] dans
Db(ZpCN O). Comme les objets du complexe P®5Z,[G,] sont des systemes
projectifs de Z,-modules topologiques compacts, donc déployants pour Rlim

(2.9 2. (27)), la fleche (xx) est représentée par P — limP ®j Z,|G,). Clest

bien un isomorphisme, puisque les objets de P sont compacts.

0

Corollaire 3.5 5i ' est un groupe de Poincaré de dimension d, alors, fonc-
toriellement en A € Db(rC) :

Rlim Bidy, RT(A) ~ Bidy(A)[—d]

Preuve : On réécrit 3.3 (i7) en tenant compte de 3.4 (7).

4 Descente et codescente

Si A € Db(rC) est de la forme RI'(Ay) pour un certain A, € D*(1C), la
connaissance de A équivaut a celle de limA ~ A,,. Dans ces conditions, il y

—

a un isomorphisme naturel, donné par le corollaire 3.3 :
Xoo ~ RHomy(RHomgz,(Ax), Zyp), )

et cela répond a la question 1.2.
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Le but de cette section est la construction, pour A € D?(rC) quelconque,
d’un triangle distingué qui généralise I'isomorphisme précédent. Comme ex-
pliqué dans l'introduction, on en donne en fait deux contructions duales,
dont la comparaison aboutit a une relation non triviale entre le “défaut de
descente” du syteme A et son “défaut de codescente”.

4.1 Triangles de (co)-descente : j(A) et k(A)

A chaque objet A € D(C), sont associés fonctoriellement les objets
suivants :

- A, :=m,(A) € D%, C), pour chaque n € N (cf 2.5).
- A* := RHomg, (A, Z,) € D*(Cr), Al := m,(A*) = RHomg,(A,, Z,) € D*(Cg,,).
- Ay = 1limA € D*(1C) et AZ, :=limA* € D*(Cr).
- X := RlimA € D*(,C) et X% := RlimA* ~ RHomy, (Ac,Zy) € D°(Ca).

On rappelle que pour A € Kom®(rC);y, la fleche canonique limA —
X, est un isomorphisme dans D?(,C) (2.11), ie. H9(X,) ~ LimH(A,).

Commengons par un critere de noethérianité pour X, et XZ..

Lemme 4.1 Soit I'), un sous-groupe ouvert de I.
1. Soit A € Eth; alors Xoo = limA € ACyy si et seulement si Zy, @z,(r,)] Xoo

L
est de Zy-type fini. Si c’est le cas, alors Zy@z,(r,) X € Db(ZpC)tf.
2. Soit A € D*(xC)yy, alors :

L
(1) Xoo € D"(AC)ey si et seulement si Zy®z, (1, Xoo € D%(,C)1y-
(i) X2 € DP(\C)ys est si et seulement RHomg, (RT(Ty, Ax),Zy) €
D*(Cq,)is. Cela se produit si et seulement si Eaty (RIT(Ly, Ax), Zy) est
de type fini sur Z, pour p =0,1, q € Z.

Preuve : 1. X, étant profini, on peut le munir de sa topologie compacte,
et celle-ci est compatible avec 'action de A. On applique alors la version
topologique du lemme de Nakayama.

2. (i) On va appliquer 1. aux A-modules HY(X,) = limH?(A,). Observons

la suite spectrale d’hypercohomologie :

EP? = Tor™ "z, HY(X..)) = Tori? " N(z,, X..) = EP*e

P p+q
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Si Xoo € DP(AC)sy, alors les E5? sont de type fini sur A, donc les EPT4

aussi, ie. Zpé)zp[[pn]]Xoo c Db(ZpC)tf.

Réciproquement, supposons les EPT? de type fini sur A, et montrons que
les H1(X ) le sont aussi. Ayant remarqué les équivalences suivantes, données
par le point 1 :

HY(Xo0) € (aC)is & E3" € (5C)is & (Vp, BB € (,C)if)
on procede par récurrence descendante sur ¢, pour montrer que Eg e (AC)is

noter que EY =0 pour ¢ >> 0) : le terme initial EY = 7, Qg i1
2 2 p DZLp([Tn]]

H?(X ) est une extension d'un sous-module de £ = Tor?”“F"” (Z,, X~) (de

type fini par hypothese) par un A-module qui possede une filtration dont les

graduations sont des quotients des E," """ = T orfi[l[r"”(Zp,H (X)),

r > 1, lesquels sont noethériens par hypothese de récurrence.
(17) Le point précédent possede bien sur une variante a droite ; appliquons

L
celle-ci a X7 = RlimA*. Comme X3 ®z,r,.)%y ~ RHomgz,(RI'(I';, Ax), Zy)

(cf. 3.1), le résultat se lit sur la suite spectrale
Eath, (R™T(Ty, Aw), Zp) = Ext;jq(Rr(rn, A, Zy)
dans laquelle EY? = 0 pour p # 0, 1.
O

Passons a la construction des “triangles de descente” (resp. de codes-
cente). Pour chaque A, il existe dans D°(5, C) un morphisme naturel de des-

L
cente ja, : A, — RI(I',, Ax) (resp. de codescente k4, 1 Zp®z, (1, Xoo —
Ap). 1l s’agit de relever cette collection de morphismes en une fleche de
D*(1C), et de munir cette derniere d'un cone fonctoriel.
Proposition 4.2 Soit Tr(D"(rC)) la catégorie des triangles distingués de
Db(rC).
(4) I existe un foncteur j : D*(rC) — Tr(Db(rC)) :
A j(A) = (AT RD(As) = C(ja) — A[1))

tel que m,(ja) = jan-
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(4i) Il existe un foncteur k : D°(rC)yy — Tr(D(rC)) :
L ka L
A = k(A) = (28X = A — Clka) = Zp@Xo|1]

tel que m,(ka) = kan.

Preuve : (i) Il suffit de construire un foncteur j : Kom?(rC) — Tr(Kom®(pC))
préservant les quasi-isomorphismes, et qui vérifie les conditions suivantes :

- les premier et second termes du triangle j(A) ont respectivement, pour
image A et R['(A,,) dans D°(rC)

- la premicre fleche de j(A) a pour image ja,, dans D(g,C).
Une fois j construit, on définit j(A) comme I'image de j(A) dans D(pC).
Pour construire j, considérons K* : (=) : Kom?(rC) — Kom?(rC), le fonc-
teur résolvant construit par Verdier dans [Ser97], annexe au chapitre I. Celui-
ci est muni d’'un quasi-isomorphisme fonctoriel en B : B — K*(B), et les
objets du complexe K*(B) sont I'-cohomologiquement triviaux, de sorte que
I'(T',,, K*(B)) représente RI'(I',, B). Par définition, le morphisme de des-
cente ja, est alors représenté par la fleche composée A, — I'([',, 1iLnA) —

I'(T,, K*(limA)). Comme remarqué dans les préliminaires, cette fleche res-

pecte la structure de systéme normique, et donne une fleche j4 : A —
L(K*(limA)) dans Kom®(rC). A donc lieu dans Kom®(rC) un triangle dis-

tingué tautologique, fonctoriel en A € Kom®(rC) :

j(A) = (A3—"‘>F(rn, K*(limA)) — C(ja) — A[l])

Celui-ci vérifie bien les deux propriétés annoncées, et cela termine la preuve.
(#7) Fixons une fois pour toutes une résolution projective P — Z, dans
Db(AC). Si A € Kom®(rC)y, alors X, € D"(5C) est représenté par limA

(2.11), et la fleche de codescente k4, de D%(g,C), par la fleche composée :
P @z, ) imA — Z, ®z,1r, imA — A,,. Comme en (i), on note que cette

derniere fleche a en fait lieu dans Kom®(rC), et donne un triangle distingué
tautologique fonctoriel dont le foncteur & est déduit par localisation.

O
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Remarque 4.3 1. Soit A € Kom®(rC),. Alors :

(1) Les fléches ja et ka ne dépendent pas des résolutions qu’on a choisies.
Par ailleurs, on peut aussi expliciter ks a l'aide d’une résolution projective
de limA : soit P — limA une telle résolution, alors k4 est représentée par la
fleche composée Z,QP — Z,QlimA — A.

(17) Remplacer K*(A) par une autre résolution I'-acyclique de A dans la
preuve ci-dessus remplace j(A) par un autre triangle distingué, qui lui est
(non canoniquement) isomorphe. Remarque analogue pour P et ka.

2. Soit A € D*(rC), non dans D°(rC)ys. Si A est représenté par un com-
plexe de rC dont les objets sont acycliques pour le foncteur R@, alors la

construction de k(A) tient encore. Jignore si l'on peut trouver un tel com-
pleze pour tout A € D°(rC).

Remarque 4.4 Soit A € D*(1C)s, alors 4.1 montre que :
(Z) X € Db(AC)tf = C(kIA) S Db(EC)tf.
(ii) X;o S Db(CA)tf = RHOmZP(C(jA),Zp) € Db(CE)tf

Proposition 4.5 Notons encore k : D°(Cr)y — Tr(D%(Cr)) lanalogue a
droite du foncteur k de la proposition précédente. Si A* € D°(rC)iy, il y a
dans Db(rC) un diagramme commutatif, fonctoriel en A € D°(rC) :

L
(X287Z,) Lo, A

| |

RHomg, (ja,Zp)
RHomy, (RI'(Ax),Z,) ————— RHomg,(A,Z,)

Preuve : Soit A € Kom®(rC), tel que A* € D*(Cr)iys. Si I € Kom®(,C)
est une résolution injective de Z,, alors X € D(Cy) est représenté par le
complexe limHomg, (A, I) = Homg, (limA, I). Soient maintenant P — Z, et

limA — K*(limA) les résolutions de la preuve précédente, et considérons le

diagramme commutatif de Kom®(Cr) :
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limHomgz, (A, I)®P — limHomgz, (A, I)QZ, — Homg, (A1)

T vl id |
Homg,(limK*(A), I)®P — Homg,(limA, I)®Z, — Homg, (A1)

ev | ev | id |
Homg,(Hom(P, K*(1imA)),I) — Homg,(Hom(Z,,limA),I) — Homg,(A,I)

! 1l id |
Homg, (L(K*(limA)), I) — Homg, (L(limA), I) — Homg, (A1)

Dans celui-ci, la ligne supérieure (resp. inférieure) représente ka- (resp.
RHomg,(ja,Zy,)) et toutes les fleches verticales sont des quasi-isomorphismes,
ainsi que les fleches horizontales de gauche. On obtient le carré commutatif
de I'énoncé en identifiant, dans D®(rC), les deux premicres colonnes, ainsi
que les deux premieres et les deux dernieres lignes.

0

4.2 Triangles d’adjonction : a;(A) et a;(A)
Nous sommes maintenant en mesure d’établir le

Théoréme 4.6 Soit A € D°(1C)y, alors
(1) Dans D*(rC), fonctoriellement en A : C(ja) = C(jow,))- Si de plus
X:O € Db(CA)tf, alors BidZPO(jA) € Db(EC)tf et C(kA) ~ O(kBideC(jA))[_l]-
(17) Le foncteur j donne liew a un triangle distingué, fonctoriel en A :

a;(A) == (XOO % RHoma(X%, A) — Aj(A) — Xoo[l]>

dans lequel Aj(A) := RlimBidyz,(C(ja))-

(1ii) Le foncteur k donne lieu a un triangle distingué, fonctoriel en A :

ap(A) == (X;;o 8 RHoma(Xao, A) — Ap(A) — X;;m)
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dans lequel Ay(A) == RHomyg,(imC'(ka), Zy)[1].

(iv) Supposons de plus Xoo € D°(AC)sy, alors il y a un isomorphisme de
triangles o;(A) ~ RHomy(ag(A), A) fonctoriel en A, ie :

Xeo = RHomp(X:,A) — Aj(A) — Xoo[1]

| “| | |

Bida(Xoo) ZHmM N pHoma(X5,A) — RHoma(Ar(A),A)[1] — Bida(Xeo)[1]

En particulier, RimBidyz, (C(ja)) ~ RHomy(RHomgz, (imC(ka), Zy), A).

L
Preuve : (i) Considérons B := Z,2X. € D(rC), et appliquons le foncteur
J aux objets et fleches du triangle k(A) = <Bk—A>A — C(ka) — B[l]). On

obtient alors un diagramme commutatif dont chaque ligne et colonne est un
triangle distingué de D°(rC) :

B s RI(By) —— C(s) —— B[
! RI(ka) | ! !
A % RIAL) ——  C(Ga) —— Al
. ! ! !

Clka) =™ RL(Clka)w) — Clicws) —— Clha)ll]
l l !

B U RrBO] —  CUR)

Pour obtenir le premier isomorphisme de 1’énoncé, il suffit de montrer que
C(jp) = 0, ie. que jp est un isomorphisme. Soit P € Kom®(,C) un complexe
a objets projectifs représentant X .. Comme les objets du complexe limZ,& P

sont I'-cohomologiquement triviaux, la fleche jp est représentée par Z, P —
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I (limZ,®P). C’est un isomorphisme de Kom®(rC), puisque les objets de P

sont des facteurs directs de A-modules libres, et que C(j,) = 0.
Passons au second isomorphisme. L’hypothese de finitude sur X* nous
assure que D := Bidy RI'(As) est dans D°(rC);y. Aussi le triangle distingué

Bidg,(ja)

Bidy, (j(A)) = (Bz’dZPA 2 D — Bidg, C(ja) — BideA[l])

a-t-il lieu dans D’(rC);s. On peut donc lui appliquer le foncteur k et cela
donne en particulier un nouveau triangle distingué :

C(kpidy,a) — C(kp) = Clkpiay,c (i) — Clkpid,, )[1]

Comme A ~ Bidy, (A), il reste a montrer que C(kp) = 0. Pour ce faire,
nous utilisons le théoreme 3.2, selon lequel D ~ RHomy (X% ,A). Soit P €
Kom®(Cy) un complexe parfait représentant X* , de sorte que le complexe
Homa (P, A) € Kom®(,C) est parfait aussi. Mais alors kp est représentée par
Zpy@Homy(P,N) — Homa(P,A); c’est visiblement un isomorphisme, et ’on
a bien C(kp) = 0.

(77) Appliquer le foncteur Rlim o Bidy,(—) au triangle distingué j(A) en

donne un nouveau :
RlimBidz,(A) — RlimBidz, (R[(Ax)) — RlimBidz,C(ja) — RlimBidz,(A)[1]
D’ou celui de I’énoncé, compte tenu du corollaire 3.3 (i7) appliqué a A, €

DP(1:C), et de lisomorphisme A ~ Bidy, (A) € D°(rC)yy.
(éi7) Appliquer le foncteur RHomg,(—,Z,) o lim au triangle distingué

k(A) en donne un nouveau :
L
X% — RHomg,(imZ,®Xoo, Zy,) — RHomz,(ImC'(ka), Zy)[1] — X [1]

D’otu celui de I’énoncé, puisque d’apres I'analogue a gauche de 3.3 (i) :

L
RHomgz,(imZ,® X, Z,) ~ RHomp (X, A)

L
(iv) Soit comme en (i), B = Z,®Xs. L’hypotheése de finitude sur X
nous assure que B,C(ka) € D(rC);s. Sachant que A ~ Bidy (A), B ~
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Bidy,(B), C(ka) ~ Bidg,(C(ka)) et C(jp) = 0, on obtient en appliquant
Rlim o Bidz, (—) au premier diagramme de la preuve :

RlimB  —  RlimBidy, (R[(By))  — 0 —  RlimB([1]
! 1 1 1

Xoo —  RlimBidg, (RC(Ax)) —  RlimBidz, (C(ja)) —  Xooll]

l ! ! !
RlimC(ka) — RlimBidg, (RL(C(ka)e)) — RlimBidz, (C(jok,))) — RImC(ka)[l]

! ! !
RimB[1] —  RlimBidg, (RL(Bx))[1] — 0

Dans ce diagramme commutatif, chaque ligne ou colonne est un triangle
distingué de D°(,C). De plus :
- La seconde ligne du diagramme s’identifie au triangle «;(A), par construc-
tion de ce dernier.
- La seconde colonne s’identifie & RHom (o, (A), A), comme cela résulte des
isomorphismes de triangles distingués suivants (3.3) :

RlimBidz, (RL (limk(A))) ~ RHoma(RHomg, (limk(A), Zy,), \)

~ RHomy(ag(A), A)

Pour obtenir 'isomorphisme souhaité entre les triangles RHom (ax(A), A)
et a;(A), il suffit donc de montrer que RimC'(k4) = 0. Mais cela releve du

meéme argument que la preuve de 3.4 (4i7).

U
Corollaire 4.7 Si A € D*(rC)y et XX, € D°(Cp)yy, alors
C(ja) =04 C(ka) =0

Preuve : Cela résulte immédiatement de 4.6 (7).
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O

Corollaire 4.8 Si T est un groupe de Poincaré de dimension d (par exemple
I'~7,%), alors

RlimBidz, (C(j)) = Bida(imC (k,)) [~

Preuve : On réécrit simplement 4.6 (iv), a 'aide de 3.4 (7iz).

On releve un critere de noethérianité pour X, utile en pratique :

Corollaire 4.9 On suppose A € D*(rC)y et Xoo € DP(AC)sy. Alors X7, €
DP(Cp )y si et seulement si RHomg, (imC'(ka),Zy,) € D*(Cy )iy

Preuve : L’équivalence se lit sur le triangle distingué ay(A).

0

Remarque 4.10 Pour A € D*(tC) non nécessairement dans D°(rC);y, le
triangle distingué a;(A) admet une généralisation évidente :

RlimBidy,(A) — RHomy (X2, A) — A;(A) — RlimBidg,(A)[1]

De la méme fagon, lorsqu’on est dans le cas de 4.3 (iii), il est possible de
généraliser une partie des résultats.

Remarque 4.11 Disons qu’un foncteur F : D°(C) — DY(C') covariant
(resp. contravariant) est d’amplitude [a,b] s’il posséde la propriété suivante :
“A acyclique hors de [, 3] = F(A) acyclique hors de [a+a, B+b] (resp. [a—
B,b—al)”. On a jusqu’ici défini trois foncteurs exacts covariants : C(j—y) :
D*(rC) — D*(xC), A;j : D*(rC)ip — D°(aC), C(k()) : D*(rC)ey — D*(aC),
et un contravariant : Ay, : D°(rC)y — DP(Cp). Si cd,I’ = d, ils sont a priori
d’amplitudes respectives [—1,d+1], [-1,d], [-d—1,0], [-1, d+1] (que A;(A)
soit acyclique en degrés > 3+ d si A l'est en degrés > 3 se lit par exemple
sur lisomorphisme suivant : Aj(A) ~ RHomZp(liLnRHomZp(C(jA), Zy), L),

compte-tenu de la nullité de Exty, (limExty (H™ (T, H(Ax)), Zy), Zy) diie
a la p-divisibilité de H(T,,, —)).
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Question 4.12 Que peut-on dire en général concernant la “taille” de A;(A)
et Ap(A) ? En particulier, lorsqu’on dispose d’un foncteur det, peut-on ca-
ractériser det(A;) directement en termes de l'objet A ¢

SiT ~7,% et A€ C estdelaforme A= 7Z,0X,, c’est I'objet de la section
suivante que de donner une condition suffisante pour avoir A;(A) = 0 dans
DP(AC/{pseudo —nuls}). Le cas ou A est quelconque reste assez mystérieux,
meme pour [ >~ Zpd.

Lorsque I' =~ Z,, C(ja) et C(ka) ont tendance a se stabiliser (en un
sens adéquat, cf section 5.2) lorsque A provient de 'arithmétique (e.g. de la
cohomologie d’une représentation p-adique) ; lorsque cela se produit, on par-
vient a une compréhension satisfaisante des quatre foncteurs de la remarque
précédente.

5 Le cas commutatif : [' ~ Zpd

Dans ce paragraphe et dans toute la suite de ’article, on suppose que
I' ~ Zpd, si bien que A est un anneau commutatif. On identifie donc AC et
Ca. L’anneau A est régulier de dimension d + 1 ([Ser65]); on note parfois @
son corps des fractions. On désigne les pseudo-isomorphismes par le symbole

~, ou au besoin — ; rappelons que ~ est une relation d’équivalence sur la
classe des A-modules de torsion. Si M € D’(,C) on utilisera les notations
suivantes :

EY(M) = Extd (M, A) Hy(Ty, M) := Tor2 (7, M)

Pour un A-module M, on note ty M le sous-module de A-torsion, et fA M :=

M /t\ M ; de méme avec Z, au lieu de A. On note aussi M [p*] = Tori” (M, Z/p")

(resp. M/p* = Tory? (M, Z/p")) le noyau (resp. conoyau) de la multiplication
k

par p”.

5.1 A, et la structure des A-modules

Rassemblons en un lemme quelques propriétés des E?. Pour une étude
systématique de ces foncteurs, on renvoie a [Jan89].

Lemme 5.1 Soit M un A-module de type fini. Alors :
(1) E1M est de torsion (resp. pseudo-nul) si g > 1, (resp. ¢ > 2).
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(i1) Si M est de torsion, le bord de la suite spectrale de bidualité induit
un pseudo-isomorphisme canonique M EE'M.

(i17) Si M est de torsion, alors E'M ne posséde aucun sous-module
pseudo-nul.

(iv) 1l existe un pseudo-isomorphisme (non canonique) tAM ~ E*M. En
particulier, st M est de torsion, on a les équivalences suivantes :

Ma~0sEM~0s E'M=0

Preuve (esquisse) : (i) se voit par localisation, puisque la dimension homolo-
gique globale d’un corps (resp. d’'un anneau principal) vaut 0 (resp. 1).

(77) Que le bord en question soit bien défini résulte de la nullité de
E°E°M. Qu'il soit un pseudo-isomorphisme se vérifie en localisant.

(17i) et (iv) se déduisent facilement des deux faits suivants :

- Si M est de torsion, alors E°M = 0 et E'M ~ Homx(M, Frac(A)/A).

- Si M est sans torsion, alors E'M est pseudo-nul (localiser).

O

Lorsque M € D(,C);; vérifie M éAQ = 0 (ie. lorsque tous les modules
de cohomologie de M sont de torsion), on définit I'idéal caractéristique de M
par
X(M) := H(Chaqu(M))(_l)q

ou Char désigne l'idéal caractéristique au sens habituel de la théorie des
modules d’Iwasawa.

Proposition 5.2 Soit A € Db(rC)is. On suppose Xo € DP(\C)iy et X2 €
D*(Cp)ey. Alors :

(1) Aj(A) @4 Q =0 Ap(A) @), Q =0.

(1) Lorsque A;j(A) @4 Q =0, on a x(A;(A4)) = x(Ar(A4)).

Preuve : d’apres 4.6 (iv), on a A;(A) = RHoma(Ag(A), A)[1].
U

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas ot A € D(rC); ¢ est concentré
en degré 0, ie. A € rC, et vérifie la condition de codescente galoisienne,

version non dérivée, ie. H1(C'(ka)) = H°(C(ka)) = 0. Dans cette situation,
on souhaite décrire explicitement le complexe Ag(A).
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Lemme 5.3 Soit M € Cyy, et A :=Z,QM € 1C,,, de sorte que Xo, ~ M.

On a alors :

1. X;o S Db(CA)tf.

2. Ap(A) ®@p Q =0, Ag(A) est acyclique en degrés négatifs, et vérifie :
(i) H' (Ax(A)) = HomZp(IElHl(Fn,Xm),Zp).

(1) HY(A(A)) = EY(X.0) pour g > 2.

tf’

Preuve : 1. Le triangle distingué ay(A) montre que X% € D°(Cy);; équivaut
a Ar(A) € Db(Cp)sy, fait que le calcul de la cohomologie de A(A) mettra
en évidence ci-dessous.

2. On souhaite calculer Ag(A) = RHomZp(linC(kA),Zp)[l]. Examinons

le triangle distingué k(A) :
L ka L
Lp@Xoo = A — Clka) = Zp@Xo[1]
Par hypothese, A est concentré en degré 0 et H°(k,) est un isomorphisme.
L
On obtient donc C'(ka)[—1] ~ 7<_1Z,R X, puis

L
Ak(A> >~ RHO?TLZP (hngflzp@M, Zp)

Le résultat souhaité (y compris la noethérianité annoncée en 1.) est alors un
cas particulier du lemme suivant, dont nous aurons a nouveau l'utilité un
peu plus loin.

O

Lemme 5.4 Soit M € D°(,C), et a € Z. Alors :
L
(1) Eaty (lingSaZp@M, Zy,) =0 pour ¢ < —1 —a.

L
it) Bty (limr<,Z,0M, Z,) ~ Homgz,(MmH_o(1,, M), Zy).

(

L
(i14) Extqu(linTgaZp@M, Zy) = EY(M) pour ¢ > 1 — a.
(

i) 1l y a pour tout ¢ € Z une suite exacte naturelle

Exty (imH, (T, M), Z,) — EY(M) — Homg, (limH,y(Ty, M), Z,)

37



L
Preuve : D’apres 3.3 (i), on a Ext) (ImZ,0X,Z,) ~ E9(X). Par
ailleurs, la suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur RHomg, (—, Z,) :

L L
D*(rC) — DP(Cy), appliquée a la fleche limr<,Z,0M — limZ,&M produit

un diagramme commutatif a lignes exactes :

L L L
Eoth, (i 1(r<,Z,6M),Z,) < Eot} (imr<,Z,&M.Z,) — Homg, (imH (r<aZ,5M), Z,)
T i T

L
Ext%p (hi,an—l(Fm M), Zy) - Ewtqu (EHZP@Ma Ly) = Homy, (h_H}Hq(Fm M), Zp)

Dans celui-ci, les fleches verticales extremes sont, selon les valeurs de ¢, soit
nulles soit des isomorphismes. Le résultat suit.

O

En pratique, Pexpression de H'(Ax(A)) donnée par le lemme 5.3 est peu
maniable. On cherche dans ce qui suit a controler sa taille.

Définition 5.5 Soit M € ,C;y un module de torsion. On munit M de deux
filtrations décroissantes fonctorielles :
- I'M = limtg, (Mr,), et [97'M = I'(1%9(M)) pour g > 1.

- F1M est le noyau de 'application composée

M — E'E'M — Homg, (limH;(T,,, E'M),Z,)

ot la premiére fléche est celle de 5.1 (ii), et la seconde est la fléche de droite
dans la suite exacte 5.4 (iv), appliquée au module E*M. Puis FI™'M =
FYFIM pour g > 1.

Remarque 5.6 La fléche composée qui définit F*M est pseudo-surjective, si
bien que M/F*M — Homg, (imH, (T, E'M), Z,) avec conoyau pseudo-nul.

Proposition 5.7 Soit M € AC,; un module de torsion, alors 1M C FIM.
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Preuve : On peut toujours supposer ¢ = 1. Il s’agit alors de montrer que
I'image de limtz (Mr,) par I'application M — Homg, (limH, (T, E'M), Z,)

est nulle. C’est évident si I'on écrit cette derniere comme la limite projective
des applications My, — Homg, (H1(T, E'M),Z,).

O
Question 5.8 Est-il vrai que I19M = FI1M ¢

Cette question possede une réponse affirmative si d = 1, ie. si I' >~ Z,,.
En effet, on montre alors facilement que M/I'M et M/F'M sont tous deux
Z,-libres de méme rang, et le résultat suit.

Lemme 5.9 Soient M, M’ € ,\C,y de torsion. S’il y a un pseudo-isomorphisme
M5 M’ celui-ci induit des pseudo-isomorphismes :

(i) I9M = I9M' et FIM = FIM.

(id) Homz, (i H,y (T, M"), Z,) = Homg, (lim Hy (T, M), Z,).

Preuve : (i) Soit J = I ou F. Tout revient a montrer que la fleche M/J'M —
M'/J'M’ est un pseudo-isomorphisme. Or

- son conoyau est pseudo-nul, par hypothese.

- il existe un pseudo-isomorphisme M E M , lequel implique a son tour
une pseudo-surjection M/J'M « M’'/J'M’. En particulier Char(M/J' M)
divise Char(M'/J*M’).

- son noyau est donc nécessairement pseudo-nul lui aussi.

(ii) M= M’ induit E*M’' = E'M. Comme Homg, (limH, (T, M), Z,)

s’identifie & un quotient de E'M, on peut raisonner comme en (7).

O

Corollaire 5.10 Soit M € ACiy un module de torsion. Alors il existe une
pseudo-surjection non canonique

limfz,(Mr,) — Homg,(imH, (', M), Zy)
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Preuve : Par 5.7, on sait déja que limfz (Mr, ) = M/I'M — M/F'M. Mais
par 5.6 :
M/F'M =~ Homg,(imH:(T,,, E'M), Z,)

Par 5.1, on peut trouver un pseudo-isomorphisme non canonique M ~ E'M,
et celui-ci induit a son tour 5.9 :

Homg,(imH,(T,,, E'M), Z,) ~ Homgz, (limH: (T, M), Z,)

ce qui termine la preuve.

5.2 Stabilisation (cas I' ~ Z,)

Nous étudions le phénomene de stabilisation pour le défaut de (co)-
descente. Celui-ci semble particulier au cas I' >~ Z,, ot les complexes C(j4)
et C(k4) sont particulierement courts. Lorsqu’elle a lieu, la stabilisation rend
particulierement agréable la description du rapport entre descente et codes-
cente. On suppose I' >~ Z,, dans tout 5.2.

Définition 5.11 (i) On dit d’un systéme inductif (resp. projectif) (A,) qu’il
se stabilise s’il existe un rang ng tel que les les fleches de transition A, — A,,
(resp. A, — A,) soient des isomorphismes pour m > n > ng.

(17) On dit d’un systéme normique A € rC qu’il se stabilise via la restric-
tion (resp. corestriction) si le systéme inductif (resp. projectif) sous-jacent
se stabilise.

(ii1) On dit d’un objet A € D*(rC) qu’il se stabilise (via la restriction ou
la corestriction) s’il en est ainsi pour ses objets de cohomologie.

Commencons par quelques faits généraux.
Lemme 5.12 Soit A — B — C — A[l] un triangle distingué de D°(rC). Si
deuz des trois sommets se stabilisent via la restriction ou la corestriction, il

en est de méme du troisieme.

Preuve : On applique le lemme des cing.
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Lemme 5.13 Soient A, B, C' des systemes inductifs de Z,-modules.

(1) On suppose que les B, sont de type fini et qu’il y a une suite exacte
courte 0 = A — B — C — 0. Alors B se stabilise si et seulement si A et C'
se stabilisent.

(17) On suppose que les A, et les C,, sont de type fini, et qu’il y a une
suite exacte courte A — B — C. Si A et C se stabilisent, alors B aussi.

Preuve : (1) Si A et C se stabilisent alors B aussi, clairement. Si B se
stabilise, alors A,, — A, pour n > m >> 0. Mais alors limA4,, est une union

croissante a l'intérieur du Z,-module noethérien limB,,, donc se stabilise. On
—_—

en déduit que C,, se stabilise aussi, par le lemme du serpent.
(17) découle immédiatement de (7).

5.2.1 Critéres de stabilisation

Pour A € D*(rC), on cherche & établir des criteres pour :
- la stabilisation éventuelle de C(j4) via la corestriction.
- la stabilisation éventuelle de C(k4) via la restriction.
Dans la pratique, ces deux problemes sont équivalents. En effet :

Proposition 5.14 Soit A € D*(C)yy, alors

(i) Si C(ka) se stabilise via la restriction, alors C(ja) se stabilise via la
corestriction.

(ii) Soit A € D*(1C)ys, vérifiant X%, € D*(AC)sy. Si C(ja) se stabilise via
la corestriction, alors C(ka) se stabilise via la restriction.

La preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.15 Soit A € Db(rC), alors

(i) Si A stabilise via la restriction, alors C(ja) se stabilise via la cores-
triction.

(i) On suppose A € D°(rC)y. Si A stabilise via la corestriction, alors
C(ka) stabilise via la restriction.
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Preuve de 5.15 : (i) Considérant le triangle distingué tautologique A —

AQL?ZPQP — AGL@QP/ZP — A[1], on se ramene tout de suite au cas ou A est de
torsion. Par troncature et récurrence sur la longueur de A, on peut supposer
que A est concentré en degré 0, et quitte a remplacer I' par un sous-groupe
ouvert, que tous les j, ,, sont des isomorphismes. Mais alors C'(j4) se réduit
a la collection (HY(T',, As)) (munie de sa structure naturelle de systeme
normique, via res et cor) placée en degré 1. L’action de I' sur A,, étant
triviale, on voit tout de suite que cor : H'(T),, Aoo) — HY(T,, As) est un
isomorphisme pour tout m > n, et cela termine la preuve.

(17) A laide de 4.5 appliqué a A*, on construit facilement un isomorphisme
RHomg,(C(ja), Zp) = C(kpids, (4)) ; comme A >~ Bidg, (A), le résultat sou-
haité se déduit de ().

O

Preuve de 5.14 : (i) Comme C(ja) = C(joky)) (cf 4.6 (7)), il suffit d’ap-
pliquer 5.15 (i) & I'objet C'(k4) € Db(rC).

(ii) Puisque C'(ja) se stabilise via la corestriction, alors Bidz, C(ja) aussi.
Comme C(ka) 2 C(kpia,c(a))[—1] (4.6 (¢)), il suffit d’appliquer 5.15 (i) a
l’objet BideC<jA) € Db(EC)

0
Remarque 5.16 Soit A € D°(rC);;.
(i) Comme imC(ja) = 0, la stabilisation de C(ja) via la restriction

ne présente aucun intérét. Aussi, on dira désormais simplement “C(ja) se
stabilise” au lieuw de “C(ja) se stabilise via la corestriction”. Pour des raisons
similaires, on dira “C(ka) se stabilise” au lieu de “C(ka) se stabilise via la
restriction”.

(23) 1l ne faut pas croire que la stabilisation de C(ja) ou C(ka) se pro-
duise systématiquement. Pour s’en convaincre, observer le cas d’un systéme
normique dont la limite inductive et la limite projective soient toutes deux
triviales.

Au vu de 5.14, on s’intéresse désormais uniquement a la stabilisation de
C(ka). La proposition suivante est tres utile :
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Proposition 5.17
1. Soit A — B — C — A[l] un triangle distingué de D°(rC). Si C(ka) et
C(kp) se stabilisent, alors il en est de méme de C(k¢).
2. Soit A € D*(1C)yy tel que Xoo € D°(,C)iy. Sont alors équivalents :
(i) C(ka) se stabilise.
(i) C(kmaca)) se stabilise pour tout q.

Pour la preuve, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 5.18 Soit A € tC,,. Si Xoo € aCyy, alors H™*(C(ka)) se stabilise
automatiquement.

Preuve : Le systéme inductif sous-jacent a (H 2(C(ka))) € rC, s’identifie
a la réunion croissante des Hy (T, Xoo) =~ X1n, et celle-ci se stabilise par
noethérianité.

O

Preuve de 5.17 : 1. On applique 5.12 au triangle distingué
C(ka) = C(kp) — Clkc) — C(ka)[1]

déduit de celui de I’énoncé par application du foncteur C'(k(_)).

2. Par troncature et récurrence sur la longueur de A, I'implication (ii) =
(1) découle du point 1.

Passons a I'implication (i) = (i7). Soit gy tel que H(A) = 0 pour ¢ > qq
et considérons le triangle distingué

Clkreyy-1a) = C(ka) = Clknao(a)) — Clhre, -, a)[1]

déduit du triangle distingué tautologique par application du foncteur C'(k_)).
Par récurrence sur la longueur de A, il nous suffit de montrer que si C'(ky)
se stabilise, alors il en est de méme de C’(kTSqulA) et C(kpao(ay). On peut
toujours supposer gy = 0. Soit donc A tel que H(A) = 0 pour g > 0, tel
que C(ka) se stabilise. D’apres la remarque 4.11, HY(C(k,._,4)) = 0 (resp.
H1(C(ka)) = 0, HY(C(kpo(a))) = 0) si ¢ > —1 (resp. ¢ > 0, ¢ # —2,—1,0).
En prenant le cohomologie du triangle distingué ci-dessus, on obtient donc :

- H(C(kpoay)) = HY(C(ka)), se stabilise par hypothese.

- Pour ¢ < =2 HY(C'(k-, _,a)) = H(C(ka)), se stabilise par hypothese.

43



- Une suite exacte
H™(C(krey,,a)) = H?(C(ka)) — H *(C(knoay))

— H N (C(kreyy a)) — HH(C(ka)) = HH(Clkno(a)))

dans laquelle le second et le cinquieme terme se stabilisent par hypothese,
ainsi que troisieme en vertu de 5.18. Par 5.13, on conclut a la stabilisation
des 6 termes de la suite exacte, et cela termine la preuve.

O

Pour appliquer 5.17 2., on a parfois recours au lemme suivant :

Lemme 5.19 Soit o €N, et Zy — Zy — ... = Z, — ... = Z,, une suite
exacte a qqg termes dans une catégorie abélienne A. Alors il existe un triangle
distingué (non unique) de D°(A) dont la suite exacte longue de cohomologic
s’identifie a la précédente.

Preuve (indication) : Par récurrence sur gp.

0

Corollaire 5.20 Soit gy € N, et Al — A% — ... — A7 — .. — AD yne
suite exacte a qy termes dans Eth. On suppose que chaque A-module lim AZ

est de type fini. Soit i € {1,2,3}, si C(kaq) se stabilise pour q non congru a
i modulo 3, alors C(kaq) se stabilise aussi pour q congru & i modulo 3.

Preuve : On applique 5.17 2., 1., puis 2. a un triangle distingué fourni par
le lemme précédent. Il est naturellement possible d’établir ce corollaire di-
rectement, en procédant par découpage (il faut alors considérer gy — 3 suites
exactes a 9 termes, et appliquer systématiquement 4.11, 5.18 et 5.13).

0

Proposition 5.21 Soit A — B — C' une suite exacte courte dans rC,,. On
suppose que @B” est de type fini sur A, et que C(kp) se stabilise. Sont alors
équivalents :

(i) H°C(ka) se stabilise.

(i) H-'C(k¢) se stabilise.

(i1i) C(ka) et C(ke) se stabilise.
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Preuve de 5.21 : Comme (i7i) =((i) et (ii)), il suffit de montrer que ((7)
ou (7)) = (é¢i7). On note d’abord que (iii) équivaut a la stabilisation de
H(C(ke)) et HH(C(ke)) (5.18 et 5.17 1.).

Ensuite, on observe la suite exacte suivante de systemes inductifs de Z,-
modules de types finis (NB : {iﬂlAn, @Bn et @Cn sont de A-type fini) :

H™(C(kp)) — H™(C(ke)) — HY(C(ka)) — H(C(kp)) — H(C(kc)) — 0

Par hypothese, le premier et le quatrieme terme se stabilisent. Si de plus
le second ou le troisieme se stabilisent aussi, alors il en est de méme des 2
termes restants par 5.13.

O

5.2.2 Conséquences de la stabilisation

Signalons qu’on fait dans ce paragraphe un usage systématique de la
dualité de Poincaré; les isomorphismes en jeu sont donc fonctoriels, mais
dépendent de I'isomorphisme I' ~ Z,, choisi.

Proposition 5.22 Soit A € D°(rC)s tel que Xoo € D°(AC)sy.

Si C(ka) se stabilise, alors :
1. (Z) X;o € Db(AC>tf et RHOmZp(C(jA),Zp) € Db(EC)tf.

(i7) C(ja) se stabilise aussi.
2. Les modules de cohomologie de A;(A) et Ap(A) sont fixés par I';, pour
n suffisamment grand (et sont donc de torsion sur A). De plus il y a des
isomorphismes fonctoriels :

(1) Ax(A) = RHomy, (Aj(A), Z,) ~ RHomg, (REmC(ja), Z,).
(i1) A;(A) = RHomz, (Aw(A), Z,) =~ mC (k)[~1].

(ii1) Il existe dans D®(,C) un triangle distingué fonctoriel :

R@C(]A) — linC(kA)[—l] — RHomZP (Qp, R@C(]A))[l] — ngnCOA)[l}

L
En particulier, RUmC'(j4) ~ imC(ka)®z,Qp/Z,[—2].

3. Si de plus les Z,-modules H1(A,,) sont tous de torsion (et donc finis), alors
(1) les A-modules de cohomologie de X, et X% sont de torsion.

(i) x(A;(A)) = x(Ax(A)) = A.
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Preuve : 1. (7) Comme A et ZpéXoo sont dans D?(rC):y, on voit que C(ky)
et RHomyz,(C(ka),Zy) le sont aussi. Mais alors I'hypothese de stabilisation
montre que les modules de cohomologie sont de type fini sur Z,, et donc sur
A. La premiére assertion provient alors de 4.9, et la seconde de 4.4 (ii).

(i7) résulte de 5.14 (7).

2. Que la cohomologie de A;(A) = Rlim Bidy, (C(ja)) et celle de Ag(A) =
RHomg, (imC'(ka), Zy)[1] soit fixée par I', pour n >> 0 est une conséquence

immédiate de la stabilisation des limites en jeu.
(i) D’apres 4.6 (iv) et 3.4 (i), on a
Aj(A) ~ RHomp(AR(A), A)[1] ~ RHomg, (Ar(A), Zy)

d’ou le premier isomorphisme de I’énoncé. Pour obtenir le second, on observe
que la fleche de bidualité C'(ja) — Bidz, (C(ja)) induit dans D°(,C) un carré
commutatif :

RHomg, (RlimBidzp (C(ja)). 2,) —— RHomg, (RUimC'(ja),Z,)

i T
RHomg, (Bidg,7,(C(ja)), Zy,) ——  RHomg, (1,C(ja), Zp)

dans lequel la fleche inférieure est un isomorphisme puisque la cohomologie
de RHomy, (7,C(ja), Zy) est de Zj,-type fini. Ici, 7, est le foncteur de projec-
tion de la remarque 2.5, et on regarde 7,C(j4) comme un objet de D°(,C),
par abus de notation. Par stabilisation, les deux fleches verticales sont des
isomorphismes pour n suffisamment grand ; d’ou le second isomorphisme de
I’énoncé.

(1) est similaire, mais plus facile.

(77i) En combinant (i) et (ii), on obtient un isomorphisme

Bidzp (Rl(ElC(jA)) ~ 1£)HC(]€A) [—1]

Maintenant, ’analogue dans D’(,C) de 2.12 (ii) montre que Bidyz, (RImC(j4))
s'identifie a RHomz,(Q,/Z,, RimC(ja))[1]; le triangle distingué recherché
provient donc du triangle distingué tautologique Z, — Q, — Q,/Z, — Z,[1].
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L
L’isomorphisme de I'énoncé suit, puisque RHomz, (Q,, RimC(j4))®z,Qp/Z,

L
=0 et R@C(]A) ~ Rl(iinC(jA)(XszQp/Zp[—l].
3. Quitte a s’y ramener par troncature et récurrence sur la longueur de
A, on peut toujours supposer que A est concentré en degré 0. Dans ce cas :
(1) Xoo (resp. XZ) est concentré en degré 0 (resp. 1), et la cohomologie
du triangle distingué a;(A) donne une suite exacte :

0 — E%(Xx) = H'(Ar(A)) — H' (X)) — BN (Xx)

sur laquelle il apparait que :

- E%(X,.) est de torsion, puisque H°(Ag(A)) l'est (cf 2.). D’olt en fait
E°(X,) =0, si bien que X, est de A-torsion.

- HY(X?) est de A-torsion puisque H°(Ag(A)) et E'(X) le sont (cf 5.1
(i),

(27) 11 suffit de calculer x(Ag(A)) (cf. 5.2) Regardant m,C(ks) comme
un objet de D°(,C), on a pour n suffisamment grand un isomorphisme dans
DP(Ch) : Ag(A) ~ RHomg, (m,C(ka),Z,). Observons alors le triangle dis-
tingué m,(C(ka)) € Tr(D?(4C)) :

L L
Zp@z,(ra) Xoo = An — m,C(ka) = Zp@z,[r. Xoo[1]

L
Comme A, est fini, on voit que x(m,C(ka)) = X(Zp®z, (. Xo). Ce dernier
idéal caractéristique est trivial puisque X, est de A-torsion. Finalement,
X(Ar(A4)) = A.
O
En vue des applications on se propose d’expliciter la proposition précé-
dente. Rappelons que si M est un Z,-module, Ext%p(]\/[ , Z,) s'identifie natu-
rellement au dual de Pontryagin du sous-module de Z,-torsion de M. Avec
les conventions expliquées dans la section 2.1, ce dernier est muni de ’action

de A (a droite) par transport de structure ((f.A)(m) = f(Am)), lorsque M
est un A-module (a gauche).

Proposition 5.23 Soit A = (A,) un systeme normique dans lequel les A,
sont de type fini sur Z,. Comme toujours, on note Xo, = limA4,,, A, = limA4,

et X2 = RHomy, (A, Zy). Pour plus de clarté, notons
Gt Ap — (As)™™ (resp. kn : (Xeo)r, — An)
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Uapplication de descente (resp. codescente). De sorte que les systémes nor-
miques formés par la cohomologie de C(ja) et C(ka) valent respectivement :
- Pour C(ja) : H' = (Kerj,), H® = (Coker j,), H' = (H'(T, Ax)),
H? = (H*(T,,, As)) et HT =0 si ¢ # —1,0,1,2.
- Pour C(ky) : H? = (H\(T,,, X&), H' = (Kerk,), H® = (Coker k,)
et H1=0 si g # —2,—1,0.
On suppose que Ker k,, et Coker k,, sont de type fini sur Z,, et se stabilisent.
Alors :

1. X est de type fini sur A, et H1(C(ja)) se stabilise aussi, ¥q.
2. (i) Vg, on a H1(A;(A)) ~ IimH? 1 (C(ka)) et il y a une suite exzacte courte

lim  H(C(A) 8 HO(,(4)) = lm HY ()]
ot (—)[p¥] (resp. (—)/p") désigne le plus grand sous-module (resp. quotient)
tué par p*.
(1) Vg, on a HY(AR(A)) ~ Exty, (imH'~9(C(ja)), Zy) et il y a une suite

exacte courte

Exty, (imH~"(C(ka)), Z,) — H'(Aw(A)) — Homg, imH ' ~*(C(ka)), Z,)

(iit) Pour tout q, H1(A;(A))) ~ E'H 1(AL(A))). De plus les A-modules
de cohomologie de A;(A) sont tous pseudo-isomorphes a un quotient conve-
nable de Z,|G,)*, pour n et a suffisamment grand.

(iv) Siles Ay sont finis, alors ], Char(HI(A(A))) D" = A.

3. Les A-modules H°(X},) = Homg, (A, Zp) et H'(X3) = Eaty (Ao, Zp)
sont de type fini et le second est de torsion. Il sont de plus sujets a des
1somorphismes et des suites exactes :

(i) BT (HY (X)) = BUXL) - E1(HY(XY)).

(i) HH(A;(A)) = Xoo — E°(X5) — HO(A;(4)).
et BN (X%) ~ HY(A;(A)).

(ii7) HY(AR(A)) — HY(XZ) — E%( X)) — H°(AR(A)) —

— HY(XL,) = E'(Xw) » H'(Ak(A))
et B*(Xo) ~ H*(Ar(A)).

Preuve : Expliquons seulement les points qui ne découlent pas immédiatement
de 5.22.
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2. () Pour obtenir la suite exacte, il faut expliciter I'isomorphisme A;(A) ~
RlimBidz,(C(j4)). On procede en deux étapes : d’abord 2.12 (7i) donne une

suite spectrale a valeurs dans rC,, :

EY? =lim Tor’(H(C(ja)), Z/p") = H"*"(Bidy,(C(ja))) = E"*

Celle-ci dégénere en des suites exactes courtes, dont celles de ’énoncé se
déduisent par passage a la limite projective.

(77) La stabilisation de C'(j4) assure que les objets de cohomologie de
RIimC(j4) sont de Z,-torsion, et 5.22 2. (i) donne I'isomorphisme annoncé.

(i77) Comme les A-modules de cohomologie de A;(A) sont de type fini et
de torsion, le bord de la suite spectrale d’hypercohomologie (cf 4.6 (iv))

FE" = EPVH(AL(A)) = HP'9(A,(4)) = B7
réalise pour tout ¢ un pseudo-isomorphisme
HY(A;(A)) = E'H(Ak(A))

Le reste se déduit du fait que H(A;(A)) est fixé par I',, pour n suffisamment
grand.

3. Que H'(X%) soit de A-torsion se lit sur la suite exacte (iii), compte-
tenu de 2. (7i7) et 5.1 (1).

(77) La suite exacte de 1’énoncé, obtenue en prenant la cohomologie du
triangle distingué a;(A), commence a priori par

0— B NXE)— H'(Aj(A) - H'(Xs) — ...

Maintenant F~'(X2) = E°(H'(XZ)) est trivial puisque H'(XZ) est de
A-torsion.

O

Corollaire 5.24 Soit A = (Ay) € rC,,. Si tous les A, sont de Zy-torsion,
et que C(kya) se stabilise, alors :

(1) les A-modules X, = liinAn et H(X%) = Homg, (liLnAn, Q,/Z,) sont
noethériens de torsion.

(1) Non canoniquement, les quatre modules suivants sont pseudo-iso-

morphes : H-1(A;(A)), H(A;(A)), HY(Ag(A)) et H' (Ar(A)).
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Preuve : (i) Comme les A, sont de Z,-torsion, c’est que X% est concentré
en degré 1. Maintenant, H'(X* ) est de A-torsion (5.23 3.) et les modules de
cohomologie de A;(A) aussi (2. (i27)) ; il en est donc de méme de X.

(1) D’apres 5.23 2. (ii), il suffit de vérifier que l'on a
X(HY(AR(A))) = x(H°(AR(A))). Mais cela découle de 5.23 2. (iv), puisque
d’apres 5.23 3. (ii1) H Y (Ag(A)) € HY(X2) =0, H*(AR(A)) =~ E*(X.) =~ 0
(5.1 (4)).

0

Mentionnons encore un corollaire de la description 5.22 2.

Corollaire 5.25 Soit A € Eth et supposons, comme en 5.22, que les systemes
inductifs Ker k, et Cokerk, se stabilisent. Notons

¢« RlimC(ja) — lmC'(ka)[-1]

le morphisme fonctoriel figurant dans le triangle 5.22 2. (iit). Alors :
1. (i) Ker H1(¢) est p-divisible.
(i1) Coker H(¢) est Z,-libre.
2. Considérons un triangle distingué A — A" — A" — A[l], ou A’ et A”
vérifient les mémes hypothéses que A. Dans ces conditions, pour q € 7. fixé :
(1) ¢ induit un isomorphisme de suites exactes courtes

{gnnqu(C(jA))/pk — lim  HYC(ja))/p* — lim HY(C(jar))/p"

n,k n,k
vl vl vl
tz, imHI"H(C(ka)) — g imHT Y (C(ka)) — 1z, imHI(C(kar))

(73) Si imHY(C(jar)) est fini, alors le diagramme ci-dessus se prolonge

en un tsomorphisme de suites exactes longues :
- a gauche a Uaide de lisomorphisme Aj(—) ~ limC(k))[1] :

- HONAA) - HUUAAY) — m HYCGW)PE —
vl vl vl

— lmH7?(C(ka)) — UmH?2(C(kar)) — tz imHT(C(ka)) —

— — —
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L
- a droite a l'aide de RimC(j(—y) ~ ImC(k_)®z,Qp/Zy[—2] :
lim HY(C(jan))/p* — lmHIC(54) — LimHIC(j4) —
<—n’k «— «—

ol il '
tz, imHIH(C(kar)) — Tor,? (imC(ka),Qp/Zy) — Tory” (lmC(ka), Qp/Zy) —

Preuve : 1. est clair, puisque les modules de cohomologie du cone de ¢ sont
uniquement p-divisibles.

2. (i) Comme H(C(ja)) est de Z,-torsion et que HY(C'(k4)) est de type
fini, on peut préciser 1. : Ker H(¢) est le sous groupe p-divisible maximal
de HY(RlimC(j4)) (ie. le noyau de imH9(C(j4)) — lim H4(C(ja))/p")

«— — <_’I’L,k‘
et Im¢ = tz imH? ' (C(ka)). D’out lisomorphisme de suites exactes de
I"énoncé.

(17) - Auvude 5.23 2. (i), 5.22 2. (i7) et de la définition de ¢, le diagramme

commutatif suivant se produit en toute généralité :

- HTNA;AY) = HI(A(A) & lim HYC()/pF -

“—n,k
vl vl vl
— HmHI2(C(kar)) — WmHTYC(ka)) & tz imHTY(C(ka)) —

Puisque par hypothése HI'(A;(A”)) est fini (5.23 2. (i)), 'image des
fleches de gauche est incluse dans celle des fleches de droite. Le diagramme
de I’énoncé est donc bien défini et ses lignes sont automatiquement exactes.

- De maniere analogue, on peut prolonger le diagramme a droite comme
indiqué dans ’énoncé, a condition que liian(C(jAu)) — liian“(C’(jA)) se

factorise par le quotient fini maximal lim H9(C(j4))/p*. Clest ici le cas,
—nk

puisque par hypothese, imH9(C(jar)) est lui-méme fini.

O

51



6 Applications

6.1 Cohomologie galoisienne continue

6.1.1 Généralités

Soit G’ un groupe profini, muni d’une surjection fixée G — I'. Pour chaque
sous-groupe ouvert I',, de I', notons H,, I'image réciproque de I',, dans G, et
H, = NH,. Ainsi, G, = T'/T',, = G/H,, et I' = G/H. On note ¢C la
catégorie des Z,-modules munis d’une action discrete de G, et Repgz, (G)
la catégorie des Z,-représentations continues de G dont le Z,-module sous-
jacent est Z,-libre de rang fini. La définition [Jan88] pour la cohomologie
continue se préte a la variante suivante :

Définition 6.1 Soit *x = b si cd,G < 00, et * = + sinon.

(1) Soit I'(G, —) : ¢C — rC le foncteur qui a M € ¢C associe le systéme
normique (M**). On note RL(G, —) : D*(¢C) — D*(rC) le dérivé droit de
E(G7 _>'

(ii) Soit cCN° la catégorie des systémes projectifs d’objets de oC indexés
sur N. On note RL(G, —) : D*(cCY") — D*(rC) le foncteur composé

o Mim
“— N,
rC — C

o G,—
GCN RI(G,-)

(i7i) Si T est une Zy-représentation continue de G, on note RL'(G,T) :=
RL(G,(T/p*)), o (T/p*) désigne le systéeme projectif évident.

Remarque 6.2 (i) Soit A € D*(cC) et (A) € D*(¢CY") le systéme projectif
de valeur constante A. On a alors RL' (G, A) = RI(G, (A)). Plus généralement,
si A € oCY est un systéme projectif qui se stabilise, sa cohomologie au sens
(17) coincide avec la cohomologie de sa limite, au sens (i).

(it) Si limage de G dans Autz, (T) est finie, on peut donner un sens
a RI(G,T) soit par (i) soit (iii). On convient systématiquent du sens (iii)
lorsque G est un groupe de Galois du type Gr ou Ggp (cf 6.1.2).

(i13) Soit K* un foncteur résolvant, au sens de [Ser97], Annexe 2. def
1.4, et notons Cy = K*(T/p"). Alors la collection des résolutions T /p* — Cp
est organisée en systéme projectif, et donne donc une résolution dans C™
(T/p*) — C*, on C* = (CF) € Kom™*(cC)N' = Kom™*(5CY).

Celle-ci vérifie :
(%) Les G-modules C} sont G-cohomologiquement triviaus.
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(xx) Les systemes projectifs (L(C})) € (rC)Y° sont flasques.
Aussi, RL(G,T) est représenté par lim L(G,Cp) € Kom™(pCY).
—k -

(iv) Comme expliqué dans [Jan88], le propriétés (x) et (xx) ci-dessus sont
vérifiées par toute résolution injective (T/p*) — I*, I* € Kom™ (cC)N". On
en déduit que Rlim o RL est aussi le dérivé droit du foncteur composé limol’.

k

(v) Bien str, on retrouve la cohomologie continue de H,, en appliquant le
foncteur m, de 2.5 : 7, RI'(G,T) ~ RI'(H,,T).

(vi) En considérant le cone de la multiplication par p* : (T /p*) — (T/p"),

L
on voit tout de suite qu’il y a isomorphisme naturel RI(G,T)®z,Z/p" ~
RL(G,T/p") ; mieux, la collection de ces isomorphismes pour t variable se
reléve en un isomorphisme de D+ (rCY), d ot en passant a la limite inductive :

L
RI(G,T)®z,Q,/Z, ~ RL(G, T ® Q,/Z,) dans Dt (rC)

On renvoie a [Jan88| pour les propriétés générales de la cohomologie conti-
nue, et la comparaison avec la définition de [Tat76] (par cochaines continues).
On se contente de détailler le résultat suivant, qui reflete essentiellement la
suite spectrale de Hochschild-Serre en cohomologie continue pour la collec-
tion des extensions de groupes H,, — G — G,, :

Proposition 6.3 Soit T € Repz,(G), et notons A := RL(G,T) € D*(C).
Alors C(ja) = 0.

Preuve : On note k 'indice des systemes projectifs sur N et n ou m celui des
systemes projectifs sur N, sous-jacents aux objets de pC. Il s’agit de vérifier
que la fleche de restriction res,, : RI'(H,,,T) — RI'(I',,lim RI'(G,T)) est un

isomorphisme (NB : avec les notations expliquées plus haut, la cohomologie
de lim RI(G,T) vaut lim H*(H,,,T)).

Soit C* = (Cp) € Kom™(¢CY") un complexe qui possede les propriétés (*)
et (x%) (cf 6.2). Les objets RI'(H,,,T) et lim RI(G,T) sont alors représentés

respectivement par lim Cpf" et lim lim Cg™™, et il nous suffit de montrer

—m<—k
que les objets de ce dernier complexe sont I',,-acycliques. En effet, si c’est le
cas la fleche res,, est alors représentée (cf 4.3) par la fleche suivante :

lim Cp — (lim lim Cpfm)t
—k

—mk
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qui est visiblement un isomorphisme.
Calculons donc, pour p > 1 :

HP(T,, lim lim C¢*™) ~lim H?(T, /Ty, lim CZ7™)
e —Lk

—m<k m
par () ~lim HP([,/Tp, Rlim CZ7m)
—m —k
Maintenant,
. H . Hp
HP(T,, /T, ngnkCg ) = Exty o p (Zy, Rl{gnkcg )
par 2.10 ~ Rp@kRHomZp[pn/pm}(Zp, C,gH’")

Mais d’apres (x), C’,ZHm est I, /T',-acyclique, si bien que

RPlim RHomg, v, jr,)(Zp, CF™) =~ RPLim (CgMm /T
k

— — Lk
~ RPlim C’,ZH"
—k
par (k) ~(

Ainsi, H?(T,,,lim lim C’,ZH’“) ~ ( pour p > 1, et cela termine la preuve.
- m

—k

6.1.2 Un calcul d’adjoint a la Jannsen

Soit F' un corps de nombres, et Fl,/F une extension galoisienne de groupe
[. Soit S un ensemble de places de F' (fini ou non) contenant celles qui se
ramifient dans Fi,/F. On note Gg = Gg r le groupe de Galois de la cloture
S-ramifiée de F, et G'g g, le sous-groupe qui fixe F},. Nous sommes donc dans
la situation du paragraphe précédent avec G = Gg — I', H, = Ggp,.

Théoréme 6.4 Si cd,Gg < 0o, alors :
() RlimBidy, (RL(Gs,p,,T)) ~ RHomy(RHomgz, (imRL (Gsp, T), Zy), \)

(’LZ) Si S est ﬁm, RE(G&Fn, T) >~ Bidzp (RE(GS,F}H T))
Preuve : (i) résulte de 4.10, compte-tenu de 6.3.

(44) Lorsque S est fini, on a RL(Gg,T) € D°(rC)¢ys (cf [Tat76] cor. prop.
2.1).
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Corollaire 6.5 Si S est fini et cd,Gg < 00, il y a une suite spectrale a
valeurs dans AC :

Exti (Homgz,(HY (G, T ® Qp/Zy),Qp/Zy), A) = liian+q(G37Fn, T)

Preuve : Notons qu’il y a un isomorphisme naturel

RHOmzp (li_H}RE(GS,F; T), ZP)) ~ RHOmzp (lﬂlRE(G&F, T®QP/ZP>7 QP/ZP))

La suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur RHomy(—, A), a coeffi-
cients dans Homgz, (H1(Gsp..,T ® Q,/Z,),Q,/Z,) donne donc le résultat,
compte-tenu de 6.4.

Remarque 6.6 Cette suite spectrale fait l’objet d’une note non publiée de
Jannsen [Jan03]. Elle y est obtenue “a la main” indépendamment de nos
hypothéses (selon lesquelles A est noethérien, cd,I’ < oo et cd,Gg < o).

6.2 Le groupe des (p)-classes dans les Z,’-extensions

On conserve les notations du paragraphe précédent, mais on suppose
désormais I" ~ Zpd, S = S5,US et p# 2si F possede une place réelle (ces
conditions assurent cd,Gg < 2). Comme premiére illustration des méthodes
de cet article, on se propose d’établir le théoreme 6.7 ci-dessous et ses corol-
laires. On peut voir cette étude comme un analogue partiel de [LFMNQDO5]
pour les Zpd-extensions.

Les résultats qui suivent (6.7, 6.8 et 6.9) ont été obtenus en collaboration
avec J. Nekovar. Leur preuve occupe toute la présente section.

La taille des groupes de décomposition de I' joue un role important dans
notre étude. Notons S%¢ = {v € S,(F),I", = 0} et considérons I'hypothese
sulvante :

(Dec,) Pour tout v € S,(F), rgz,I'y > a.

(ainsi (Dec;) < 5% = (). Soit encore Z := Ker (®yes, (7),r,20Lp[[L/To]] = Zy).
Théoréme 6.7 Notons Cl), := Cl((’)Fn[%]) ® Ly.
(i) Les A-modules imCl;, et Homgz,(imCl;,, Q,/Z,) sont noethériens de

torsion. De plus, il existe une morphisme naturel naturel (défini en 4.6) :

ay : Homg, (liLnCl;, Q,/Z,) — E'(limCl))
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et un pseudo-isomorphisme (non canonique) Keray, ~ Cokeray.
(i1) Keray — EYZ). En particulier, ay est un pseudo-isomorphisme
injectif si ’hypothése (Decy) est vérifiée.

Corollaire 6.8
(i) Char(@(fl%) = Char(HomZp(li_n}Cl;”@p/Zp)). De plus :

HmCl, ~ 0 < limCl, = 0

(i) Désignons par (lmCl.,)° le sous-module pseudo-nul mazimal de imCl/,
et considérons ’application de capitulation j, : Cl\, — (lim CI. ). Sous
(Decs), il y a une suite exacte canonique :

lim Ker j, < (imCl,)° — lim  Coker ju[p"]
—n — “—n,k

Corollaire 6.9 (comp. [Nek06] 9.4.11). Notons B}, := O, [.]* ®Z,. Alors :
(i) taHomz,(limE], ® Q,/Z,,Q,/Z,) = Z, non canoniquement.

(17) Sous (Decs), il y a un isomorphisme naturel :

Cokeroy, ~ txHomg, (linE;L ®Q,/Z,,Q,/Z,)

Principe de la preuve de 6.7 : Considérons les systemes normiques naturels
Cl' = (Cl},) € rC,; et E' = (E},) € rC,,. Prouver 6.7 revient a expliciter la
suite exacte longue de cohomologie de ay(Cl’"). Pour cela, nous utiliserons les
systemes normiques auxiliaires suivants :

- RT's := RI(Gg,Z,(1)) € D*(xC)s (cf 6.1).

- HY := HI(RLg) = (H(Gr, Z,(1)) € 1Coy. q = 1,2

- Br' := (Br},) € rCyy, ou Brl, = hﬁlkHQ(Gg,Fn,Qp/Zp(l))[pk] le module
de Tate du groupe de Brauer de OFn[%]-

- A, = Z,[[T/)T,]|®Z, = (Z,[[L'/T,]]r,) € rCif, ou I, est le groupe de
décomposition de I' en v. Concretement, ky,p, : Z,[[I'/T0]]r,, — Z,[[T'/TW]]r,
(resp. Jnm : Zp[[L'/To]lr, — Zy[[I'/Ty]]r,,) est la fleche induite par 'identité
(vesp. la multiplication par > .. ).

- L, = LyRZy = (Zy) € pCyy. Concretement, ky,,, = id et jpm, = [I'y
L)l

Résumons en un lemme les relations qui existent entre ces différents objets :
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Lemme 6.10 Il y a dans D°(rC),s des triangles distingués :
(i) Hi[-1] — RTs — HZ[-2] — HL.
(it) CI' — H% — Br’ — CI'[1]. De plus, H: ~ F'.
(1ii) Br' — DupA, — Zp — Br'[1].

Preuve (esquisse) : La suite exacte de Kummer (resp. le principe de Hasse)
donne lieu & un isomorphisme et une suite exacte (resp. une suite exacte) :

B, ~ H'(Gsr,, Zp(1)) Cl, — H*(Gsr,, Zy(1)) — Br,
Bri, = @uply|[Gn/Grol] > Zy
compatibles a la restriction et a la corestriction.
OJ

Pour A € rC ou D’(rC), on note Ay (A), Xoo(A), A% (A), X2 (A) les
objets notés simplement A, X, A%, X% dans le paragraphe 4.1. Com-
mencons par deux lemmes.

Lemme 6.11 (i) C(jrry) =0, et X (RTs) € D°(Cp)yy.
(i) Clkgrs) =0, et Xoo(RLs) € DP(AC)yy.
(ii1) Ap(RTs) = Aj(RTg) = 0.

Preuve : Tout provient de la proposition 6.3, moyennant 4.4 et 4.7.

UJ
Lemme 6.12 Soit Br,,, ... = Ker( © A, — Z,), de sorte que le module
U%Sdec
Z de 6.9 s’identifie naturellement & Xoo(B1],,_gec)- AloTs :
(4) Il y a dans D*(rC)ys un triangle distingué naturel :
Br:wn—dec — Br' — @UESdeCA - BT;On—dGC[]‘]

lequel induit Z = Xoo (BT 4oe) == taXoo(B1') et fa(Xoo(Br')) =~ @yegaec.
(“) On a X;o(BT;wn—dec) = 07 Aj(BT;’LOn—dGC) = Aj(BT/) = Z[l] et

Ap(Br') ~ Ap(Br 0 gee) =~ RHomp(Z,\) >~ 751 RHomy (X (Br'), A).

(i1i) Sous (Dec,), on a Ext?!(Xoo(Br'),A) =0 pour ¢ < a— 1. En parti-

culier, Xoo(Br'") = 0 < (Decy).
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Preuve : (i) Comme S%° ¢ S, la projection naturelle Br' — @,cgaccA est
surjective, d’ou le triangle distingué de I’énoncé. Le reste suit.

(77) Ayant remarqué que :

-siv ¢ S% alors A (A,) est uniquement p-divisible, et donc X7 (A,) =
RHomgz,(Ax(A,), Zy,) = 0.

- X%(Z,) = 0.
on voit que Xoo(B7),,_4e.) = 0. Comme par ailleurs Ag(A) = Aj;(A) =
0, le résultats de 'énoncé se déduisent facilement de (i), en appliquant les
foncteurs a; et oy, aux objets et aux fleches du triangle distingué de (7).

(¢4i) Comme Z,[[['/T,]] = A ®z,r,)) Zp € AC, on a dans D°(Cy) :

L
RHomA(Zp[[F/FU]], A) ~ RHomZp[[Fvﬂ (Zp, A) ~ RHomZp[[FU]} (Zp, Zp[[Pv]])®Zp[[pv]]A

Maintenant, RHomg, r,j(Zy, Zp[[L'y]]) ~ Zp[—d,] et RHom(Zy, \) ~ Z,[—d]
ou d, (resp. d) désigne le rang de I, (resp. I') (cf 3.4 (4i7)). Aussi 6.10 (4i7)
donne-t-il un triangle distingué de D°(C,) :

Zp[—d] = SuppZp[[L'/Tu]][=du] = RHoma(Xoo(Br'), A) — Zy[1 — d]

D’ou la premiere assertion de I’énoncé. L’assertion concernant la pseudo-
nullité résulte de 5.1 (iv).

O

Nous sommes maintenant en mesure d’expliciter le théoreme 4.6 appliqué
au systeme normique Hz. Pour plus de lisibilité, et en vue de références
futures, on adopte les notations suivantes :

- Hj(Foo, Zp(1)) := ImH(Gs p, , Zp(1)) = HY(Xoo(RI's)) = Xoo(H).

- HY(Fo,Zy(1)) := UmHYGgp,, Zy(1)) = HI(Ax(RT's)) >~ A (HY).

- g H(Gs,p,, Zp(1)) — HI(Fu, Zy(1)), de sorte que H(jps) = (52).

- ki Hi,(Fo, Zy(1))r,, — HY(Gs,,, Z(1)), si bien que H"(kys)

Proposition 6.13

1. Les A-modules H},,(Fu, Zp(1)), Eath (H'(Fa,Zy(1)),Z,), p = 0,1, ¢ =
1,2, sont tous de type fina.

2. (i) C(juz) = C(jmy)[2] (resp. C(kuz) = C(kyy)[2]) est acyclique hors de
[—1,d — 1] (resp. [-d —1,-2]).

Ezxplicitement :
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(it) Kerj! = Coker jt =0, Ker k? = Coker k2 = 0.

(iit) Ker j2 = HY(T,,, H' (Fo, Z,(1))), Coker j2 = H*(Tp, H (Foo, Zy(1))),
Hy (D, H2, (Foo, Z,(1))) = Ker kb, Hy (T, H, (Fo, Z,(1))) = Coker kL.
(iv) Pour ¢ > 1 on a,

HY(Ly, H (Foo, Z,(1))) = HT (U, HY (Fog, Z(1)))

Hq+2(Fm H?w(Fom Zp(l))) = Hq(rm Hllw(Fom Zp(l)))

3. (1) A(H2) = Ap(HY)[—2] est acyclique hors de [1,d + 1].

(i1) Les modules de cohomologie de Ay(HZ) sont noethériens de torsion.
De plus :

- H1(Ay(H2)) est pseudo-nul si q # 1.

- HY(AR(H3)) ~ Homg, (imH, (T, H},(Fs, Zy(1))), Zy).

(44i) Homg,(H*(Fx,Zy(1)),Z,) = E°(H},(Fx,Z,y(1))). En particulier,
H} (Fs,Zy(1)) et limBr], posséde le méme A-rang. Explicitement, il y a un
isomorphisme naturel Homg, (H*(Fu, Zy(1)), Zy) = @,egaec\.

(1v) Il y a une suite exacte naturelle

Bty (H*(Foo, Zy(1)), Zy) — E'(H},(Foo, Zy(1))) — H' (Ax(HS))

(v) Pour g > 2, HY(A(HE)) = BY(H3, (Fa, Z,(1))).
4. (1) Aj(H2) = Aj(HY)[2] est acyclique hors de [—1,d — 1].

(1) Les modules de cohomologie de A;(HE) sont noethériens de torsion.
De plus :

- H1(A;(HZ)) est pseudo-nul si ¢ # —1.

- H(A(H2)) ~ BV (H (Ay(HE).

(1ii) 1l y a des suites exactes naturelles

H™H(A(HZ)) = Hi\y(Foo, Zy(1)) — E°(X3(HE)) — H°(A;(H3))
BY(Batl (M2 (Fao, Z,(1)), Z,)) — EAXL(H2)) = B*(Homz, (HX(Fau, Z,(1)),Z,))
fimEer j2 — H™(8,(H2) — lim_ Cokers2[p']
linnvk(Cokerjz)/pk — HO(Aj(Hé)) —» hﬁln’kHl(FmHQ(FooaZp(l)))[pk]

(v) Pour ¢ > 1, il y a un isomorphisme

B (Bath, (M (Fuo, Z,(1)). 2,)) ~ (A (H2))
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Preuve : 1. est une conséquence directe de 6.11 (i) et (ii).
Le point (7) de 2., 3., 4. résulte de 6.11 (i7i), 6.10 (i) et 4.11.

2. (ii) - (iv) découlent immédiatement de 2. (7). Ces résultats sont en fait
bien connus, et peuvent aussi se lire sur des suites spectrales convenables
(e.g. [Kat06] 2.3 pour la codescente).

3. (#1) D’apres 2. (ii), la fleche de descente Z,@X . (H%) — HZ est un
isomorphisme, et ’on peut donc appliquer 5.3.

4. (ii), on raisonne comme en 5.23 2. (7i1).

Le reste de 1’énoncé exprime essentiellement la cohomologie des triangles
distingués ay(H32) et a;(H2), aux exceptions suivantes pres :

3. (i13) Comme Cl!, est fini, la suite exacte de Kummer (cf 6.10) montre
que Homg, (Br',Z,) = Homg,(H3,Z,). La description explicite de I'énoncé
résulte donc de 6.12 (7).

4. (4i7) Pour obtenir les deux dernieres suites exactes, on raisonne comme
en 5.23 2. (i).

O

Dans la proposition 6.13, on s’est attaché a expliciter la cohomologie des
triangles distingués a;(A) et ay(A) avec A = HZ. Pour avoir une vision
complete de la situation, il conviendrait de faire de méme avec A = HE, puis
de recoller les deux avec RI'g. A défaut d’écrire les détails d’une étude aussi
fastidieuse, on se contente d’évoquer deux points significatifs.

Corollaire 6.14 (i) H},,(Fx,Z,(1)) ~ E°(RHomgz, (H'(Fx, Zy(1)), Zy)).
(19) 1l y a une suite exacte naturelle

H' (Aw(H3)) = Homz, (M (Fu, Zy(1)), Z) — E°(H},,(Foo, Zp(1)))
B (AH) — Z,()
En particulier, H'(Ay(HZ)) ~ txHomgz, (imE),, Z,).

Preuve : Pour (i) (resp. (it)), on écrit un morceau de la suite exacte longue
de cohomologie de «;(HE) (resp. ax(HE)), compte-tenu de 6.13 4. (7). La
derniére assertion résulte de la suite exacte, puisque ty E°(H},,(Fx, Zy(1))) =
0, et que H: ~ E' (6.10 (i4)).

O

Le résultat suivant est I'ingrédient principal pour la preuve de 6.7.
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Proposition 6.15 Il existe des pseudo-isomorphismes non canoniques
Z ~ H'(Ay(H3)) = H'(A;(H3))
En particulier (Decy) < HY'(AR(HZ)) =~ 0< H Y (A;(HZ)) = 0.

Preuve : Pour ne pas exclure le cas ou (Dec;) n’est pas vérifiée, introduisons
HZ .., le noyau de la fleche composée HZ — Br' — @®,cgacA. On a alors
deux triangles distingués naturels

2 2 2
HS,non—dec - HS - @’UesdecA - HS,non—dec[l]

! 2 /
Cll' — HS,non—dec — DBr

non—dec

— CI'[1]

sur lesquels on lit les faits suivants :

-C(kyy )=~ C(kyz). Enparticulier, Zp@X oo (H3 pom—dee) = HE pon—dec-
- Ak’(Hg') = Ak(Hg‘,nonfdec)'

- pr (XOO(Hg‘,non—dec)Fn) = pr((Hg‘,non—dec)n) = (Br;zon—dec)n'
D’apres 6.13 3. (44i), le A-module M := X, (H? ) est de A-torsion. On

S,non—dec
peut donc lui appliquer 5.3 2. (i) et 5.10, et cela donne une pseudo-surjection

non-canonique Z ~ imMr, — H' (Ar(HZ, 00— gee)) =~ H' (AR(HZ)).
Mais H'(Ap(H2)) = tyHomg, (lmE, Z,) (6.14 (id)), or d’aprés [Nek06]
0.4.11 (ifi), -
Char(Z) | Char(tAﬂomZp(liglE;, Zy))
(noter que Homg,(imE),, Z,) ~ Homz, (limE], ® Q,/Z,,Q,/Z,)). Le noyau
de la pseudo—surjectgn précédente est don?nécessairement pseudo-nul. D’ou

le premier pseudo-isomorphisme de I’énoncé. Le reste suit, grace a 6.13 4. (i7)
et 6.12 (7).

0

Corollaire 6.16
(1) Exty (H*(Fu,Zy(1)),Zy) ne posséde aucun sous-module pseudo-nul.
1

(i) Sous (Decy), H ' (A;(HE)) est le sous-module pseudo-nul mazimal
de H}, (Fx,Zy(1)).
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Preuve : (i) Au vu de 6.13 3. (iv), il suffit de montrer que E*(X . (H32))
ne possede aucun sous-module pseudo-nul. Mais d’apres la preuve de 6.15,
Xoo(H2) est somme directe d’'un A-module libre et du A-module de torsion
Xc(H2 o) D0t BN (Xoa (H2)) = EM(Xaa(H2,, ), et le résultat par
5.1 (idi).

(i1) Le A-module Exty (H*(Fu, Zy(1)),Z,) étant de torsion (6.13 3. (iv)
et 5.1 (7)), les deux premieres suites exactes de 6.13 4. (7ii), jointes a 5.1
(¢i1), montrent que le sous-module pseudo-nul maximal de H?, (Fx,Z,(1))

est contenu dans H'(A;(H2)). D’ou le résultat, par 6.15.
O
Preuve de 6.7 : (i) Comme Cl' = Ker(H2 — Br'), 6.13 1. et 3. (ui4)
montrent que imCl!, est noethérien de torsion. Que le module

Homg, (hi)nCl;w Qy/Z,) = H' (X (Cl')) = Ext%p (H&(Fao, Zp(1)), Zy)

soit noethérien de torsion résulte de 6.13 1., 3. (iv) et 5.1 (7).
Comme X (Cl') est de A-torsion, la suite exacte longue de cohomologie
du triangle distingué oy (Cl’) s’écrit

0 — HY(AL(CI')) — HY (X" (Cl')) — ENXou(Cl')) — HY(ALCL)) — 0

La fleche centrale est celle notée a4 dans I’énoncé, et il reste & montrer que
les deux termes extremes sont pseudo-isomorphes.

Appliquer Ay & 6.10 (i7) donne un triangle distingué dont la suite exacte
longue de cohomologie s’écrit :

— H'(Ap(HS)) — H' (Aw(Cl) — H*(A(Br'))

Dans celle-ci, le premier terme est trivial (6.13 3. (7)), et le dernier est pseudo-
nul (6.12 (i7) et 5.1 (4)). Maintenant, 6.15, 5.1 (iv) et 6.12 (i7) donnent,
non-canoniquement :

HY(AR(HE)) =ty Xoo(Br') = EY(Xoo(Br')) ~ H (AR(Br"))

Comme t) X (Br') est pseudo-semi-simple, la suite exacte précédente montre
que H°(Ag(Cl')) et H'(Ai(Cl')) le sont aussi, et qu'ils possedent le méme
idéal caractéristique. D’ott H(Ag(Cl')) &~ H'(Ax(Cl')), non canoniquement.
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(i1) Puisque X (Cl') est de torsion (cf (7)), c’est que HY(AL(Cl')) =
Ker ay. Mais d’apres 6.12 (i7)

H'(Ap(Br")) ~ BN (X o(Br")) ~ EY(Z)

et la suite exacte (##x) ci-dessus donne donc l'injection de I’énoncé : Ker ay, —
E'(Z). Silhypothese (Decy) est vérifiée, 6.12 (ii7) montre qu’en fait, E'(Z) =
0, et cela termine la preuve.

O

Preuve de 6.8 : (i) résulte directement de 6.7. 6.16 (7).
(77) En toute généralité, la suite exacte longue de cohomologie du triangle
distingué o;(Cl") s’écrit

0 — HH(A;(Cl)) = Xoo(Cl') — ENHN(X(CL))) — HY(A;(Cl)) — 0

Dans celle-ci :

- Le troisieme terme ne possede aucun sous-module pseudo-nul non nul
(5.1 (ui)).

- La fleche centrale coincide avec E'(ay); sous (Decy), c¢’est un pseudo-
isomorphisme et le premier terme est donc pseudo-nul.

Aussi, (limCl,)° ~ HY(A;(Cl)).

La suite exacte de 'énoncé est semblable a 5.23 2. (i).
O

Preuve de 6.9 : (i) a été établi au cours de la preuve de 6.15.
(i1) Sous (Decs), on a H'(Ax(Br')) = H*(Ay(Br')) = 0 (6.12 (44i)). Le
raisonnement de 6.7 (i) donne alors

Coker oy, ~ H*(Ay(Cl')) ~ H'(AR(HZ)) ~ tAHomZp(li_n)lE;L(X)@p/Zp,Qp/Zp)
O

Remarque 6.17 1. (i) L’équivalence de 6.8 (i), longtemps suspectée, avait
déja été établie dans [NQDVO05], conditionnellement a la conjecture de Gross
pour chaque F), ; la preuve reposait alors de fagon cruciale sur les résultats
de [LEFMNQDO5]. Des résultats partiels figurent aussi dans [LNQDOO] et

[McCO01], voir [NQDV05] d ce sujet.
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(1) La divisibilité Char(HomZp(li_)mCl;L, Q,/Z,)) | Char(l{iinCl;) était déja
connue ([Nek06] (prop. 9.4.1. (iit)). La preuve de 6.15 présentée ici repose
d’ailleurs sur les résultats de [Nek06] 9.4.

(i73) Sous (Decy), 6.15 est en fait indépendant de [Nek06] 9.4. Dans le
cas général, une réponse positive a la question 5.8 engloberait le résultat
de loc. cit.. On peut se demander si une adaptation des méthodes de loc.
cit permettrait de répondre a 5.8; nous espérons y revenir dans un travail
ultérieur.

2. Pour T = Z,(0), 6.16 (i) posséde un analogue bien connu, relié a la
conjecture de Leopoldt faible. Celui-ci est originellement di a [Gre78], et
[NQDS8/] en a donné une autre preuve. On pourra aussi consulter [Nek06]
9.3.1 pour un résultat général.

3. La proposition 6.14 (i) montre que faH],(Fw,Zy(1)) est réflexif, et (ii)
pourrait étre le point de départ d’une discussion sur la réflexivité du module
faHomg, (H'(Fa, Z,(1)), Zy). 1l serait sans doute intéressant de comparer
cette approche avec celle de [Gre06].

Toute la présente étude concerne les modules d’Iwasawa attachés a la
Z,-représentation continue 7' = Z,(1). Pour T = Z,(i), 'étude analogue
présente quelques différences dont la plus marquante est peut-étre la des-
cription du sous-module pseudo-nul maximal de H}, (Fx, Z,(i)) : pour i > 2,
celui-ci vaut tout simplement limKer j2. Cette remarque est & rapprocher du

—

fait suivant : les méthodes de [Vau05], [VauO8| permettent de produire des
éléments de Ker j, C H*(Gsr,,Zy(1)) (pour n fixé) seulement pour i > 2,
et non pour ¢ = 1.

Question 6.18 FEst-il possible d’adapter les méthodes de [Vau05], [Vau08]
pour produire des éléments du sous-quotient lim  Coker j2[p*] de H?,(Fuo, Z,(1)) ?
—n,k

Une réponse positive a cette question demanderait certainement la construc-
tion préalable de systemes projectifs d’unités le long de sous-extensions bien
choisies de F,.

6.3 Descente et codescente dans la tour cyclotomique

On propose ici une étude systématique de la (co-)descente pour les syste-
mes normiques usuels de la théorie d'ITwasawa cyclotomique. On retrouve ainsi
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de fagon concise et unifiée de nombreux résultats connus ([Kuz72], [Gre94],
[ILEMNQDO5], [Bel02], [KN95], [NQDLO06], [Gre73] et [Iwa83]). Pour simpli-
fier, on suppose p # 2.

L’approche axiomatique présente ’avantage de mettre en lumiere les hy-
potheses dont dépendent les résultats. On ne fait ici aucun usage de la conjec-
ture principale. Par ailleurs, I’étude est essentiellement indépendante de la
conjecture de Leopoldt (th. de Baker-Brumer, dans notre contexte), a l'ex-
ception du corollaire 6.35. Les propriétés “arithmétiques” qu’on utilise sys-
tématiquement sont rassemblées dans le lemme 6.22.

Le phénomene de stabilisation joue un role important. Il est automatique
pour les systémes normiques qui proviennent de la cohomologie de Z,(1);
Pour les unités cyclotomiques, I’'étude repose entierement sur un résultat
préalable de [Bel02] (cf 6.21).

Fixons F' un corps de nombres abélien, et considérons sa Z,-extension
cyclotomique Fi,/F. Comme toujours, I';, = Gal(F/F,), I'/T,, = G,. Mu-
nies de la norme et de l’extension, les collections suivantes constituent les
systemes normiques que 1’on souhaite étudier :

- E, = Op, ® Z le Zy-module des unités, £ = (E,) € rC,,.

- Cly, := Cl(OF,) ® Zj le p-groupe de classes, Cl = (Cl,,) € rC,;.

- C,, C E,, le Z,-module engendré par les unités cyclotomiques (cf [Sin80]
pour une définition précise), C' = (C,,) € rC,;-

-B,:=E,/C,, B=(B,) € gth.

On utilisera aussi les systéemes normiques auxiliaires suivants :

- B = (E}), CI' = (CL,), Br' = (Br;,), Rl's = RL(Gs,Z,(1)), Hg =
(H (G5, (1)) = E', HE = (HX(Gs.ys Zy(1))), A, = (Zy[G/Cr]) (voir
section 6.2 pour les notations).

- I = (I,) ou I, est le Z,module libre sur les p-places de F,, et les
application de transitions sont induites par I’extension et la norme des idéaux.

Si A est un systeme normique, on note

Ay = limA,, Xo = limA,, j, : A, — (Ax)'™, etk, : (Xoo)r, — An

Si plusieurs systemes normiques sont en jeu, on écrira parfois A (A4), X (A),
Jn,A Ou encore k, 4 pour indiquer auquel on se rapporte.

Proposition 6.19 Si A= E,CI,C ou B, alors :
1. X4 est un A-module de type fini.
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2. (i) Les systémes inductifs Hy(T'n, X)), Kerk,, et Cokerk,, se stabilisent ;
en particulier, leur limite est de type fini sur Z,,.

(i1) Les systemes projectifs Ker j, , Coker j,, H'(Tp, Aso) et H*(T',,, As)
se stabilisent ; en particulier leur limite est de torsion sur Z,.
3. Les A-modules Homgz, (Ax, Zy) et Exty (Ao, Zy) = Homg, (tz, Ao, Qp/Zy)
sont de type fina.

Preuve : Commencons par un lemme :

Lemme 6.20 A lieu dans rC une suite evacte “de localisation hors des p-
places” qui se matérialise par une famille de suites exactes :

E, — Hl(GS,Fna Zp(l)) — I — Clp — HZ(GS,anZp(l)) - @vIPZP[Gn/Gn,v] — L

Preuve : La construction directe (par localisation) d’un triangle distingué
adéquat ne semblant pas relever des méthodes de cet article, on se contentera
d’une construction a la main. D’abord, la théorie de Kummer donne comme
en 6.10 (i¢) B!, ~ HY(Gsr,,Z,(1)) et Cll, — H*(Gsp,,Z,(1)) — Br). La
suite exacte de I’énoncé est alors obtenue en recollant cette derniere a la suite
exacte de valuation : E,, — E! — Z,[S(F,)] — Cl,, via la fleche naturelle
Cl, — Cl),. La famille de suites exactes ainsi construite est G,,-équivariante,
compatible a la norme et a ’extension, et donne donc bien une suite exacte
dans pC.

O

Preuve de 6.19 : 1. Dans la suite exacte obtenue en appliquant lim a celle du

lemme précédent, on connait déja la noethérianité du second et duncinquiéme
terme grace a 6.13 1., et celle des troisieme et sixieme terme est évidente,
compte-tenu de leur description explicite. Le résultat suit.

2. (i) D’apres (6.11 (ii)), C(krry) = 0. Par 5.17 2., on en déduit que
C (ng) se stabilise pour ¢ = 1, 2. Par ailleurs, les systemes normiques I et
A, se stabilisent via la corestriction, puisque pour n suffisamment grand,
lextension Fy,/F, est totalement ramifiée en chaque p-place. Il s’ensuit que
C(kr) et C(ky,) se stabilisent automatiquement (5.15), puis C'(kg) et C(ke)
aussi, par 5.20, appliqué a la suite exacte 6.20.

Reste la stabilisation de C(k¢) et C(kp). Par définition de B, il y a
une suite exacte C' — E — B, et il nous suffit donc par 5.21 d’établir la
stabilisation de Coker k, pour A = C (condition (i), loc. cit.). Or celle-ci est
assurée par la
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Proposition 6.21 (/Bel02], lemme 2.5) Coker k,, se stabilise dés que toutes
les p-places sont totalement ramifiées dans F /F,. En particulier, Coker k,
se stabilise.

La preuve de ce résultat repose sur un examen attentif de la définition des
unités cyclotomiques.

O

Terminons la preuve de 6.19 : 2. (¢7) procede de 5.14 (i), et 3. découle de
1. et 2. (i), compte-tenu de 4.9.

O

Pour aller plus loin, nous devons prendre en compte la spécificité des
quatre systemes normiques qui nous occupent. Rassemblons en un lemme les
propriétés qui nous seront utiles :

Lemme 6.22
(i) Pour A=E :tz, Ay = pipee (F,), Ker j, =0 et Coker j, = 0.
(it) Pour A= C : 1z, A, = iy (F), Kerj, = 0 et Coker j, est fini.
(1ii) Pour A =Cl : A, est fini et Coker k, =0 pour n >> 0.
(iv) Pour A= B : B, est fini.

Preuve : (i) est clair.

(77) La trivialité de Ker j, se déduit de la propriété analogue pour E.
Quant a Cokerjy,, c’est d'une part un sous-quotient de £, donc un Z,-module
de type fini, et d’autre part un Z,-module de torsion, comme chaque objet
de cohomologie de C(j4). Il est donc nécessairement fini.

(i) Comme k, est un isomorphisme pour A = (H?*(Ggr,,Z,(1))) et
A = (Br},), appliquer le foncteur homologique H*(C'(k(_))) aux deux suites
exactes suivantes (découpées dans 6.20) : [ — Cl — Cl' — 0, et 0 — Cl' —
Hg — Br], — 0 en donne une troisieme : Cokerk,; — Cokerk,c —
Ker ky, g, dans laquelle les deux termes extremes s’annulent deés que F.,/F,
est totalement ramifiée en chaque p-place. On a donc bien C'oker k,, = 0 pour
A=Cletn>>0.

(1v) La finitude de B,, est bien connue ([Sin80] th. 4. 1 donne méme une
formule pour l'ordre de B,,).

O
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Remarque 6.23 (i) (Leopoldt) Pour A = B, Kerk, est fini Yn. En effet,
la finitude de Kerk, (ie. de (imB,,)r, ) résulte de la conjecture de Leo-

poldt sous sa forme “fonctions L p-adiques”, modulo la généralisation par
[Tsu99] auz corps abéliens quelconques du théoréme d’lwasawa reliant unités
cyclotomiques et fonctions L p-adiques. On renvoie a [Bel] th. 1.1 pour plus
d’explications.

(17) Considérons la condition suivante :

(Sp=S,) : Fx et Ff possédent le méme nombre de p-places

Pour A = ClI, cette condition assure la finitude de Ker k, VYn. En effet, pour
la partie —, cela résulte de la conjecture de Gross (cf [Kol91]), et de celle de
Leopoldt pour la partie + (cf [Gre76], th. 1).

En fait, (S, = S;) & Kerk, est fini ¥Yn, comme nous le verrons plus

loin (6.33) 2.

Reste maintenant a écrire les résultats de la proposition 5.23 pour les
quatre systéemes normiques qui nous occupent. On procede en trois étapes :

- 6.25 énoncé des résultats pour A = Cl ou B.

- 6.28 énoncé des résultats pour A = E ou C.

- 6.31 lien entre les deux premieres étapes.
a chaque étape, on indique une liste de corollaires (connus ou non), dont les
notations suivantes simplifieront les énoncés.

Définition 6.24 1. 5S¢ M est un A-module de type fini, on note :
(1) M? = UM"™ ~ limH,(T,,, M).

(i4) M° = tz, M° son sous-module fini mazimal.
2. (1i) Dualement, si M est un A-module topologique discret (= de Z,-
torsion) tel que Homg, (M, Q,/Z,) soit un A-module de type fini, on note :
(i) Ms = Homg,(Homgz,(M,Q,/Z,)°,Q,/Z,) ~ liinMpn ~ liinHl(Fn, M).

(i4) Mo = Homg, (Homgz,(M,Q,/Z,)°,Q,/Z,) ~ l(iin kMpn/pk.
Proposition 6.25 Soit A =Cl ou B, alors :

1. Les A-modules X et Homg,(As, Qp/Zy) sont noethériens de torsion.
2. Il y a deux fleches adjointes naturelles :

a;: Xoo = E'(Homg, (A, Qp/Z,)) g : Homz, (A, Qp/Zy) — E'(Xs0)
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et celles-ci vérifient :

(i) Non canoniquement, Ker o, Coker o, Ker ay, Coker ay, sont tous
pseudo-isomorphes.

(i1) Noyau et conoyau de o sont décrits par :

limKer j, — Kero; — lim Coker jn[Pk]
- —nk

Kero, o~ liLnHl(Fn,Xoo)
llnn kC’oker n/P" — Coker a; — 1£nn kH1<Pm As)[P"]
| Coker a; ~ li%mKerkn’
De plus, on a

E*(Homz, (A, Qy/Zy)) ~1lim  H'(T,, As)/p* ~ limCoker k,
<—n7k —

Pour A = Cl, ce dernier module vaut 0.

(17i) Noyau et conoyau de oy, sont décrits par :

Keray, >~ HomZp (hmHl (Fna AOO)7 QP/ZP)

Homg, (limCoker ky,, Qp,/Z,) — Keray — Homg,(imKer k,, Z,)

Pour A = Cl, le premier terme de la suite exacte précédente est trivial.
Pour A =Cl ou B, on a de plus

Coker oy, ~ Homg,(limCoker j,, Q,/Z,)
Homg, (tz limKer k,,Q,/Z,) — Coker ay, - Homg,(limH, (', X ), Zp)

EQ(XOO) ~ Homg,(limKer j,,Q,/Z,) ~ Homg, (tz,imH,(T',, X), Q,/Z,)

Preuve : Le corollaire 5.24 donne 1. et 2. (7). Le point 2. (i) (resp. 2.
(71)) est donné par 5.23 2. (i) et 3. (i) (resp. 5.23 2. (i7) et 3. (iii)).

O
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Remarque 6.26 Dans la proposition précédente,

(i) St Kera; est fini, alors le troisiéme terme de chacune des quatre
suites exactes de 6.25 disparait, puisque le terme central doit étre fini (6.25 2.
(1) ). De plus, les suites exactes en question mettent en évidence ['équivalence
entre la finitude des modules suivants : Ker o, linC’oker Jns hﬁlHl(Fn, As),

limKer k,, limH,(I',, X« ). Comme les systemes projectifs et inductifs en jeu
se stabilisent, on voit facilement que la finitude de la limite équivaut a celle de
tous les arguments; par exemple, limKer k,, est fini si et seulement si chacun

des Ker k, l’est. On renvoie a 6.23 pour l'interprétation arithmétique de cette
condition.

(it) Pour A = B, la conjecture de Leopoldt assure la finitude de Ker o
(cf. (i) et 6.23 (i)). Dans cette situation 'expert appréciera de voir la fini-
tude des groupes de cohomologie H1(T',,, lian) apparaitre sans plus d’efforts.

Dans ce contexte, on note que 6.25 2. (iii) donne deuz isomorphismes :

Homg, (limCoker jn, Q,/Zy,) ~ Homg,(limKer k,,Q,/Z,) ~ Coker ay,

dont le premier répond au attentes de [LNQDOO] Cor. 4. 6, en toute généralité.

(1i1) Pour A = Cl, les résultats sont indépendants de toute hypothése
sur F'. Par ailleurs, il tiennent verbatim si l’on remplace Cl par Cl'. Dans
ce contexte, le rapport entre Coker ay,, @Coker In et liin Kerk, est a rap-

procher de linterprétation de [LFMNQDO5] de ces deux derniers objets en
termes du module de Bertrandias-Payan (cf loc. cit).

Corollaire 6.27 Awvec les notations de la définition précédente, on a :
1. (¢) (limCl,)° ~ limKer j, ¢

(i7) (UmCl,)o ~ limCoker k, ¢ = 0.
2. (i) (limB,)° ~ limKer j, 5.

(it) (limBy)o ~ limCoker k, .
Preuve : D’apres 6.25, 2. (ii), on a Kera; = (X,,)°. Les points 1. (i) et 2. (7)
découlent aussitot de 6.25 2. (i¢). De maniere analogue, les points 1. (ii) et 2.

(i1) s’obtiennent en dualisant I'isomorphisme Keray, = Homgz, ((Asx)s, Qp/Zy),
a l'aide de 6.25 2. (iii).

0
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Proposition 6.28 Soit A=F ou C, Xy =limA,,, A, =limA,,. Alors :

1. Les A-modules X, et Homg, (A, Zy) sont noethériens.
2. Il y a deux fleches duales naturelles :

&; : Xoo = E°(Homg, (A, Zp))  ay : Homg, (A, Zy) — E°(X )

et celles-ci vérifient :
(i) Noyau et conoyau de &, sont décrits par :

Ker a; = limpye (F,) Coker a; ~ limKer k,

limCoker j, — Coker &; — lim  H(T',,, As)[p"]

“—nk

Dans la suite exacte précédente, le premier terme est fini si A = C, trivial
si A=FE.
De plus, E'(Homg, (A, Z,)) ~ limCoker k, et il y a une suite exacte

lim H' (T, Ax)/p" — E'(Homz,(As, Zy)) — HimH?*(T,,, A [p"]
‘_n,k —

(17) Noyau et conoyau de oy sont décrits par :

Ker ay, ~ Homg,(imH* (T, Ax), Qp/Z,) ~ Homgz, (limCoker ky, Z,)

Coker ay, ~ Homgz, (imH" (T, Axs), Q,/Z,)
Homg, (tz limCoker k,,, Q,/Z,) — Coker oy, = Homz, (imKer k,,, Z,)
De plus, il y a une suite exacte

hmlupoo(Fn) s El(XOO) —» HOmZP(tzpthGT kna@p/Zp)

et Homg, (tz limKer k,,Q,/Z,) ~ Homg, (limCoker j,,Q,/Zy,) ; ce dernier

module est trivial si A = F.

Preuve : 1. vient de 5.23 1. et 3. Si p,,(F') = 0, alors 2. (i) (resp. 2. (7)) est
donné par 5.23 2. (i) et 3. (i) (resp. 5.23 2. (4i) et 3. (i7)). Pour traiter le cas
pp(F) # 0, on introduit le systeme normique des racines de 'unité : Z,(1) =
(fpee (F)). Comme pipeo (Fl) est I'-cohomologiquement trivial, on voit que
C(jz,)) et C(kz 1)) sont triviaux, si bien qu’il n'y a aucune difficulté a se
ramener a I’étude du systeme normique A/Z,(1); laquelle est analogue au
cas 1,(F) = 0.
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Si M — A", il est bien connu (et facile & démontrer) que M est libre si et
seulement si le conoyau est sans Z,-torsion. De plus, la Z,-torsion du conoyau
en question ne dépend pas du plongement choisi, a unique isomorphisme pres;
on définit donc ainsi un invariant structurel de M, appelé suggestivement le
défaut de liberté du A-module M.

Corollaire 6.29
1. (i) On a tp\limFE, = Z,(1) ou 0 selon que F' contient ou non i, ;

taHomgz, (IimE,,Z,) ~ Hom(lim H*(Ty,lim Ep,),Q,/Z,) ~ Homgz, (imCoker kg, Z
—_— —n —m —_—

(17) fAlimE est libre, et le défaut de liberté de faHomyz, (imFE,,Z,) est
dual a hm Hl(Fm hm E,)/pk ~ tz, limCoker k; g.
2. (i) On a tAth' = Z »(1) ou 0 selon que F' contient ou non p, ;

taHomgz,(imCy, Zy) ~ Hom(lim H*(Tp,lim Cp), Q,/Z,) ~ Homg,(limCoker ky c,

n

(17) Le défaut de liberté du module fAhrnC est isomorphe a th’oker Jn.C

~ tz limKer k, ¢, et celui de faHomy, (thn, Zy), dual a hm Hl(Fn, lim C,,)/p"

~ tz limCoker k, c.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition qui précéde,
compte-tenu du fait que le but de &;, comme celui de ay, est un A-module
libre, puisqu’obtenu en appliquant £° & un A-module de type fini.

O

Remarque 6.30 1. (i) apparait en filigrane dans [Twa83].

1. (ii) est généralement attribué a [Kuz72]. Voir aussi [Gre94], pour une
preuve algébrique de la premiere partie, dans le contexte de [’étude axioma-
tique de systemes normiques particuliers.

2. (iii) La premiére partie de l’énoncé est die a [Bel02]. Le module
lgn Cokerjn.c a fait objet de nombreuses études, cf [BNQDO5] pour quelques

références.
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Proposition 6.31
(1) Iy a un diagramme commutatif naturel, dans lequel la colonne centrale
est exacte :

0
!
limKerk, g — lim HY(T,,lim E,)[p"
— ‘77’1,,]4) —m
1
lim1,,
rl
limKer j, ¢ — Keraje —» lim C’ok:erjmcz[pk]
- “—nk
! ! !
lim HYT,,lim E,)/p* < limCoker k, g — lim H?(Tp,lim En)[p"]
—nk —m - “—n,k —m
!
limBr/,
!
lim Cok:erjn’cl/pk — limKerk,¢ — lim HY(T,,, imCl,,)[p"]
“—n,k — —nk .
1
0

Dans ce diagramme, v : limI,, — Ker o = (imCl,,)° est induite par la

fleche naturelle I,, — Cl,,.
(17) Il y a une suite exacte naturelle

limKer j, ¢ — lim H'(T,,lim E,,) — (liml,)®Q,/Z, — limCoker j, ¢

n

— lim H*([,,lim E,,) — (limBr,)®Q,/Z, — limH"(T,,,1imCl,,)

n
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Preuve : Le moyen le plus rapide serait I'utilisation du triangle distingué sous-
jacent a la suite exacte de localisation 6.20. Comme il n’est pas disponible
directement, on en fabrique un a la main :

Lemme 6.32 On peut trouwver Z, 7' € D°(rC), et un triangle distingué de
Db(rC)iy : T = (Z — RU's — Z' — Z|[1]) vérifiant le propriétés suivantes :

(1) Z et Z' sont acycliques en degrés # 1,2, et la suite exacte longue de

cohomologie de T s’identifie a 6.20, tronquée a ’avant-dernier terme :
H\Z) — H\RTs) — H\Z) — HXZ) — HYRTs) — HX(Z)
vl vl ol ol 0l g

E — H} — 1 — Cl — H? - Br'

(ii) Aj(Z') ~ Xoo(Z')][1].

(i) Ay(Z) = A,(Z)[-1).

Preuve : (i) L'existence de Z, Z’ et T vérifiant (i) releve du lemme 5.19. Les
propriétés (ii) et (iii) se déduisent de (7). En effet :

(17) Puisque 7«1 Z" = I et 759 2" = Br' se stabilisent via la corestriction, on
voit tout de suite que la cohomologie de A, (Z’) est uniquement p-divisible.
D’ou, automatiquement, la trivialité de X’ (Z’) ~ RHomg,(Ax(Z'), Zy), si
bien que le triangle distingué o;(Z’) se réduit a I'isomorphisme de I’énoncé.

(i77) est obtenu en appliquant A; a 7', puisque A;(RI's) =0 (6.11 (i47)).

O

Retour a la preuve de 6.31 : Tronquer Z et appliquer le foncteur A; donne
un triangle distingué

Aj(E[-1]) = Aj(Z) — A;(Cl[-2]) — A(E)
dans lequel le premier (resp. troisieme) sommet est a priori (4.11) acyclique

hors de [0,2] (resp. [1,3]), et le second, hors de [1,2] (6.32 (i¢)). D’ou une
suite exacte longue de cohomologie

HY(Aj(E)) — HY(A;(Z)) — HH(A;(Cl) — HY(A(E))

— H*(A;(Z)) — H°(A;(CL))
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dont il reste a vérifier qu’elle donne bien la colonne du diagramme de 1’énoncé.
La description explicite des second et cinquieme termes releve de 6.32. Pour
les autres, et pour les suites exactes horizontales, on applique 6.25 2. (i7)
et 6.28 2. (i), compte-tenu de la description suivante de la cohomologie de
A;(A), valable aussi bien pour A = E que pour A = Cl (5.22 2. (4i)) :

- HY(Aj(A)) ~ Kera; et HY(Aj(A)) ~ Cokera; ~ limKer k.

- HY(A) ~ limCoker k,.

Vérifier que la fleche r est bien induite par I, — Cl,, ne pose pas de
diffculté particuliere, si 'on observe l'effet du morphisme fonctoriel A;[—1] —
Xoo (début du triangle «;) sur la fleche composée suivante (cf. 6.32) :

I~ (10 Z)1] = Z'1] = Z[2] = (122)[2] ~ Cl
(17) La suite exacte de 1’énoncé est obtenue en appliquant le foncteur

limC'(j—)) au triangle T" de 6.32, compte-tenu de 5.22 2. (74i), et du fait que
C(ka) = (H1(Th, X)) [2] = (X1)[2], pour A =1 ou Br'.

0

Remarque 6.33 Une suite exacte a sept termes, similaire a celle de 6.31 2.
apparait dans la littérature en plusieurs endroits (e.g. [lwa83] et ref.). Cette
suite exacte présente plusieurs intéréts :

1. Comme on sait que les limites en question se stabilisent, on obtient
une information sur la structure des groupes HY(I'p,imFE,,), ¢ = 1,2 pour

n >> 0. C’est l'objet de [Twa83].
2. On wvoit se produire le pendant algébrique du phénomeéne des zéros tri-
vauz : comme HY(T,,, limE,,) est fixé par la conjugaison complexe, on obtient

dans la partie imaginaire : (liml, ® Q,/Z,)~ ~ im(Coker j,¢i)~. La conjec-

ture de Leopoldt prédisant par ailleurs la finitude de (Coker j,c1)" (cf 6.23),
on voit que 71(]Zp(limClm)‘S = corgz,im(Coker jnc1) (cf 6.25 1. (ii)) coincide

avec le nombre de p-places qui se décomposent dans F../F.

Corollaire 6.34 (i) tz limCoker k, g ~ (limCl},)°.

Preuve : Cela découle de la description explicite de la fleche r dans 6.31 (7).

O
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Corollaire 6.35 (utilise la conjecture de Leopoldt, cf 6.23 (it))
1l y a un diagramme commutatif a lignes exactes :

lim HYT,,Cx)[p*] — lim HYT,, Ex)p*] — limCokj, p
“—n,k “—n,k —
7 7 0l
(limB,,)° limKerk, ¢ — limKerk, g — limKerk, p

- (!gn HY T, Cx))o  — ({El H'Y Ty, Ex))o  — an Hl(Fnah_r)an»O

n n n
vl vl vl
—  tg limCoker k,c —  tgz limCokerk,p — limCoker k,

- limH?(T,, Cso) — limH?(T,,, Eoo)

;s )
— limCokkpc ® Qy/Z, — UmCokk,r® Qy/Z,

Le premiere fleche verticale est surjective, et son noyau vaut limCoker j, c.

Preuve : On applique 5.25 2. au triangle distingué tautologique C' — E —
B — C[1], avec ¢ = 1. L’hypothese de 2. (i) est satisfaite grace a Leopoldt :
en effet limH'(C;,) = limCoker j, se stabilise et (By )™ est fini, par 6.26.

Dans I’énoncé, on a remplacé H(A;(C)) = Coker a; = Coker a; par
son quotient sans torsion (cf 6.28 2. (7)), c’est pourquoi la premiere fleche
verticale n’est pas injective a priori.

O

Remarque 6.36 Ce résultat recouvre a la fois les th. 3.7 (descente) et 4.5
(codescente) de [NQDLOG], et montre que U'hypothése concernant la nullité
de limCoker j, ¢ ((DG) dans la terminologie de loc. cit.) ne joue aucun réle

dans cette étude.
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7 Appendice : Construction explicite du com-
plexe dualisant

Dans le cas d'un groupe I' de dimension cohomologique finie pour le-
quel A := Z,[[I']] est noethérien, on construit le complexe dualisant pour
la cohomologie galoisienne de la catégorie Cy, des I'-modules discrets de
p-torsion. La construction, basée sur les propriétés des foncteurs d’induction
(cf 2.1) d’une part, et le rapport entre cohomologie galoisienne et foncteurs
Ext d’autre part, présente les avantages suivants :

- On obtient une formule explicite pour le complexe dualisant, et pas
seulement pour sa cohomologie.

- Au lieu d’une collection d’isomorphismes fonctoriels dans D°(Ab), ex-
primant que les foncteurs Homg, (HY (T, —), Qp/Zy) : 1Cip — Ab sont
tous représentables par le méme objet de D(T') € DP(rC), on établit un
isomorphisme fonctoriel dans D?(rC) (ce qui est plus précis), exprimant la
“représentabilité” du foncteur Homg, (RL(—),Q,/Z,) (cf. 7.3 et 7.4 pour
I’énoncé exact). Cette précision est essentielle en vue des passages a la li-
mites.

Comme toujours, on regarde rC comme une sous-catégorie pleine de 5C.
)
Lorsqu’on écrit RHoma ou RHom, il s’agit toujours des foncteurs obtenus
—
par dérivation a droite sur AC (et non sur rC).

Lemme 7.1

(i) Soit B un objet injectif de pC. Si B est de Z,-torsion, alors le foncteur
Homy(—, B) : A\Cyy — 7,C est exact.

(i7) Soit B € Kom™*(,\C) un complexe dont les objets vérifient (i), alors
les fleches canoniques de D" (5, C) (resp. D (pC) ou D*(Cr)) :

Homy (A, B) — RHomy (A, B) (resp. Hom(A, B) — RHom(A, B) )
sont des isomorphismes pour tout A € Kom™ (,C)qy.

Preuve : (i) La sous-catégorie de rC formée des objets de Z,-torsion s’identifie
a celle des A-modules topologiques discrets, et AC,; a une sous-catégorie
pleine des A-modules topologiques compacts. Le résultat provient alors de
[Bru66] lemma 2.2.

(71) découle facilement de (7).
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On utilise maintenant les foncteurs d’induction (normique et discrete)
définis dans les préliminaires (cf. 2.1).

Lemme 7.2
Pour (A, B,C) € rCx 7,Cx AC, il y a dans vC un morphisme trifonctoriel

Homg, (A, B)@C — Hom(A, Coindr(B) @, C)
c’est un isomorphisme si C' est projectif de type fini.

Preuve : On a une série d’isomorphismes, expliqués ci-dessous :

Homg, (A, B)@C =~ Ind(Homg, (A, B)) ®xC

Homg, (Coind(A), B) @5 C
Homg, (Ind(A), B) @ C
Homp(Ind(A),Coindr(B)) @5 C

(1) est simplement l'isomorphisme d’induction, pour Ind : Cy — pCy (noter
que Homg, (A, B) est un A-module a droite, via A).

(2) provient de 'isomorphisme d’évaluation suivant, dans pCh :
Homg, (A, B)®A ~ Homg, (Hom(A, A), B)

(3) résulte de 2.3, qui identifie les foncteurs Ind et Coind : \C — ACr.

(4) Par hypothese, I' agit discretement sur A. Comme I, est distingué, on
voit tout de suite que I’action a gauche de I' C A sur A®z, (r,] A via le facteur
A est discrete aussi. Munissant B d’une action triviale de I', on obtient alors
un isomorphisme d’induction discrete :

Homzp (A QzZ,[[Tn]] A, B) ~ HO?TLA(A Qz,[[Tnl] A, COiTLdFB)

Celui-ci a lieu dans ¢, Cy, si 'on fait agir GG,, a gauche via la conjugaison a
droite sur A ®z,(r,; 4, et A a droite via le facteur A (resp, CoindpB) sur le
premier (resp. second) terme (dans le contexte du paragraphe intitulé “induc-
tion discrete” dans les préliminaires, cette action de A doit étre interprétée
comme une action de I' par conjugaison). D’ott un isomorphisme dans rChy,
en faisant varier n; (4) suit.
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Par ailleurs, il y a dans rC un isomorphisme d’induction, avec cette fois
Ind: AC — AC£ .

Hom(A, Coindr(B) @5 C) ~ Homa(Ind(A), Coindr(B) @, C)

La fleche de I’énoncé provient alors finalement de la fleche naturelle de
multiplication :

Hom (Ind(A), Coindr(B)) @y C — Homp(Ind(A), Coindr(B) @, C)

C’est visiblement un isomorphisme lorsque A est projectif de type fini.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoreme de dualité.
Théoréme 7.3 (Complexe dualisant)
L
Soit D(T) :=1imQ,/Z,R7Z, € D*(rC).
Si A e D*rC), il y a dans Db(rC) un isomorphisme fonctoriel :

RHomgz, (A, Q, /Zp)ézp = RHom(A, D(I"))

Preuve de 7.3 : Soit P — 7Z, une résolution parfaite de Z, dans ,C. D’apres
7.2, on a dans Kom®(rC) un isomorphisme fonctoriel, pour A € Kom™(rC)
(avec les conventions de signes adéquates pour la formation des complexes
totaux...) :

Homgz, (A, Q,/Z,)®P = Hom(A, Coindr(Q,/Z,) @4 P)

Fixant un quasi-isomorphisme Coindr(Q,/Z,) @y P — I ou I € Kom™(,C)
est a objets injectifs, on obtient alors un morphisme composé, fonctoriel dans

Kom™(rC) :
Homg, (A,Q,/Z,)@P ™ Hom(A, Coindr(Q,/Z,) @4 P) — Hom(A,I) (1)

Comme Coindr(Q,/Z,) ®x P = limCoind(Q,/Z,) @5 P ~ 1imQ,/Z,2P

représente D(I'), et que I en est une résolution injective dans ,C, on voit que
le but de (1) ci-dessus représente RHom(A, D(I")). Reste donc & montrer que
la fleche marquée “7?” est un quasi-isomorphisme.
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Puisque Coindr(Q,/Z,) est un injectif de rC, de Z,-torsion, c’est que
les objets de B := Coindr(Q,/Z,) ®, P vérifient les conditions de 7.1
(7). Si de plus on suppose A de type fini, 7.1 (i7) affirme que “?” est un
quasi-isomorphisme et cela termine la preuve dans ce cas. Le cas général se
ramene au cas ou A est de type fini, par un argument de passage a la limite.
Détaillons. Soit (4;) € Kom®(rC;;") = Kom®(rCys)! un systéme inductif de
complexes de type fini tel que A = limA;, et Cofl*((A4;)) — (A;) la résolution

coflasque envisagée dans la preuve de 2.9 4. (Cofl*((A;)) € Kom™(rC')). Par
fonctorialité la fleche (1) donne un diagramme commutatif de Kom*(pC'") :

Homz, ((A;), Qy/Z,)®P — Hom((A;), I)

2| 3]
Homg, (Cofl*((A)),Qy/Z,)9P —— Hom(Cofl*((A)),])
4] 51

FU*((Homz, (A),Qy/Z,)8P)  ——  FI'(Hom(A; 1)

Dans celui-ci :

- La fleche 1 est un qis d’apres ce qu’on a déja démontré, puisque les A;
sont de type fini.

- Les fleches 2 et 3 sont des gis, puisque les foncteurs Homgz, (—, Q,/Z,)® P
et Hom(—, ) sont exacts.

- Les fleches 4 et 5 sont des isomorphismes, puisque les deux foncteurs
précédents transforment sommes en produits.

En conséquence, la fleche 6 est elle aussi un qis. Ne reste plus qu’a appli-
quer le foncteur lim : on obtient alors un diagramme semblable dans lequel :

—

- les fleches 2, 3 sont des qis, car les foncteurs limo Homg, (—, Q,/Z,)@P ~
Homg, (—,Q,/Z,)®Polim et limo Hom(—, I) ~ Hom(—, I)olim sont exacts.
- Les fleches 4 et 5 sont toujours des isomorphismes.

- La fleche 6 est un qis, car les objets des deux complexes inférieurs sont
acycliques pour lim.

En conséquence, la fleche Homy, (A, Q,/Z,)@P — Hom(A,I), déduite de 1

par lim | est elle aussi un qis, et cela termine la preuve dans le cas général.
—I

0
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Remarque 7.4 (i) A laide du lemme 3.1, on peut réécrire la formule défi-
nissant D(I") de la maniére suivante :

D(T) ~ lim kRHomZp(RE(Z/pk), Q,/Z,)

n,

On retrouve la formule de [Ser97] A.2 prop. 3.1, 5. ¢) en prenant la coho-
mologie.

(17) Encore a l'aide du lemme 3.1, on voit que D(I") est effectivement le
complexe dualisant pour la catégorie des I'-modules de discrets de p-torsion,
au sens de [Ser97], annexe de Verdier. Mieuz : pour A € rCipp il y a un
isomorphisme fonctoriel dans D*(vC) (ou dans D*(Cr), en inversant ’action,
ce qu’on n’a pas fait jusqu’ici pour des raisons d’écritures li€es au foncteurs
d’induction) :

RHomgz,(RL'(A),Q,/Z,) ~ RHom(A, D(T"))
L
(#4i) Si A € DP(rC), alors 7.3 appliqué & ARz, Q,/Z, donne, dans D°(rC)
(ou D°(Cr)) :
L L
RHomZp (A®Zpr/Zpa Qp/Zp)@Zp

RHom(A%z,Qy/Zy, D(T))
RHom(A, RHoms, (Q,/Z,, D(T)))

L
RHomg, (A, Z,)R7Zy

R R R

le premier et troisieme isomorphismes étant obtenus par adjonction.
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